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Список обозначений

Z — множество целых чисел;

R — множество действительных (вещественных) чисел;

Rn — множество n-мерных векторов с элементами из R;

Rm×n — множество матриц размерности m× n с вещественны-

ми коэффициентами;

C — множество комплексных чисел;

deg(f(x)) — степень полинома f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · + a0,

deg(f(x)) = n, если an 6= 0;

detA — определитель матрицы A;

rank (A) — ранг матрицы A;

cov(w0) — ковариационная матрица случайного вектора w0;

trA — след матрицы A: trA =
∑

j ajj =
∑

j λj(A);

AT — транспонирование матрицы A: AT = (aij)
T = (aji);

I — единичная матрица;

In — единичная матрица размерности n× n;
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A−1 — обратная матрица: AA−1 = A−1A = I;

He (A) — He (A) = A+ AT ;

Ker(W ) — ядро линейного отображения W : Ker(W ) =

{x : x ∈ X,W (x) = 0} ;

Im(W ) — образ линейного отображения W : Im(W ) =

{y : y = W (x), для некоторого x ∈ V } ;

span(W ) — линейная оболочка подмножества W линейного про-

странства;

diag(A1, ...An) — диагональнализованная матрица с матричными эле-

ментами Ai, стоящими на главной диагонали, и нулями

в остальных местах, i = 1, n;

σmax(M) — максимальное сингулярное число матрицы M ;

F ∗(z) — эрмитово сопряжение;

F̂ (ω) — значение передаточной функции F (z) на границе еди-

ничного круга: F̂ (ω) = limr−→1−0 F (reiω);

Reλ — обозначение действительной части комплексного чис-

ла λ;

=λ — обозначение мнимой части комплексного числа λ;

‖G‖2 — H2 -норма передаточной функции;

‖G‖∞ — H∞ -норма передаточной функции;
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|||G|||a — a-анизотропийная норма передаточной функции;

E (·) — математическое ожидание случайной величины;

λ(A) — спектр матрицы A ∈ Rn×n: λ(A) = {λi : det(λI −A) =

0, i = 1, n};

ρ(A) — спектральный радиус матрицы A ∈ Rn×n: ρ(A) =

maxi |λi(A)|;

A+ — псевдообратная матрица для матрицы A, которая удо-

влетворяет уравнениям AA+A = A, A+AA+ = A+,

(AA+)T = AA+, (A+A)T = A+A;

{u(k)}k∈Z — числовая последовательность вида

(..., u(−k), ..., u(−1), u(0), u(1), ...., u(k), ...);

L2 — множество суммируемых с квадратом дискретных ве-

щественных последовательностей W = {w(k)}k∈Z,k>0:

{W ∈ L2 :
∞∑
k=0

wT (k)w(k) <∞};

D(P‖M) — относительная энтропия (уклонение Кульбака-

Лейблера) вероятностной меры P относительно

вероятностной меры M ;

A(w) — анизотропия случайного вектора w ∈ Rm, где m —

натуральное число;

A(W ) — средняя анизотропия случайной последовательности

W = {w(k)}k∈Z;

A(G) — средняя анизотропия случайной последовательности

W , получаемой из белого шума V посредством гене-

рирующего фильтра G.
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Введение

Актуальность темы.

Задачи подавления внешних возмущений, действующих на объект управле-

ния, являются чрезвычайно важными в теории автоматического регулирова-

ния. Реальные технические объекты управления, как правило, функционируют

в условиях неопределенностей, связанных как с неизвестными заранее и неиз-

меряемыми возмущенияя, так и со случайными ошибками измерения. Для ре-

шения задач подавления возмущений в теории управления применяются разно-

образные подходы. Среди подобных подходов можно выделить геометрические

подходы, компенсационные подходы, а также методы минимизации влияния

определенного класса возмущений на управляемый выход системы. В послед-

нем случае подавление влияния внешних возмущений может быть реализовано

для некоторого наперед заданного множества сигналов без его измерения. Такие

подходы заключаются в минимизации операторной нормы от возмущающего

воздействия к управляемому выходу. В классе линейных систем к наиболее по-

пулярным методам минимизации операторной нормы от возмущающего воздей-

ствия к управляемому выходу относятся LQG/H2 иH∞ подходы. Минимизация

того или иного критерия качества позволяет наилучшим образом подавлять за-

данный класс внешних возмущений, действующих на систему. Так, LQG/H2

регулятор позволяет наилучшим образом минимизировать среднеквадратич-

ное отклонение выходной переменной системы, на которую действует гауссов-

ский белый шум с нулевым средним и единичной ковариационной матрицей.

В случае H∞ управления минимизируется максимальная (по всему диапазону

частот) операторная норма передаточной матрицы (как коэффициент усиления
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внешнего возмущающего воздействия) [134, 154, 277, 282]. Регуляторы, получен-

ные с использованием H∞ подхода, как правило излишне консервативны, что

приводит к большим энергетическим затратам на реализацию закона управ-

ления исполнительным устройством. Для преодоления этого недостатка могут

быть использованы смешанные H2 /H∞ методы [227] или так называемый ме-

тод формирования контура [195]. Метод формирования контура заключается

в использовании дополнительных фильтров, отсекающих определенный диапа-

зон частот. Однако, такой подход является строго индивидуальным к каждому

объекту и требует глубокого исследования. Смешанные H2 /H∞ методы позво-

ляют минимизироватьH∞ норму передаточной функции от возмущения к одно-

му управляемому выходу с ограничением на H2 норму передаточной функции

от возмущения к другому выходу. Смешанный H2 /H∞ подход к управлению

системами с неопределенностями был применен в [240].

Также, как и теория H∞ управления, анизотропийная теория, предложен-

ная И.Г. Владимировым, изучает возможности подавления системой случайных

внешних возмущений. В отличие от перечисленных выше подходов, анизотро-

пийная теория управления учитывает окрашенность случайного входного воз-

мущения. Мерой окрашенности выступает неотрицательное число, называемое

средней анизотропией, которая используется для теоретико-информационного

(или энтропийного) описания статистической неопределенности в отношении

случайных шумов [19, 119, 267, 263, 239]. В работе [268] было получено реше-

ние задачи оптимального анизотропийного управления в форме динамической

обратной связи полного порядка при неполном измерении вектора состояния.

При этом были преодолены недостатки LQG/H2 и H∞ регуляторов. Ключе-

вым шагом в дальнейшем развитии анизотропийной теории явилась частотная

теорема, сформулированная сначала в терминах уравнений Риккати Е.А. Мак-

симовым в работе [174], а позднее записанная М.М. Чайковским в терминах

матричных неравенств в [258]. Работа [258] положила начало развитию тео-

рии субоптимального анизотропийного управления линейными системами. В
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[31] приводятся решения для задач синтеза субоптимальных анизотропийных

регуляторов при полном и неполном измерении вектора состояния, с дополни-

тельными критериями, а также для одного класса систем с параметрическими

неопределенностями. Было показано, что применение анизотропийных регуля-

торов при управлении дискретными системами существенно уменьшает энерге-

тические затраты на управление за счет учета статистической неопределенно-

сти случайного внешнего возмущения, не снижая при этом качества переходных

процессов. При этом случаи H2 и H∞ управления могут рассматриваться как

частные предельные случаи анизотропийной теории.

Системы управления, замкнутые анизотропийными регуляторами, явля-

ются более робастными, чем системы, замкнутые H2 регуляторами, и ме-

нее консервативными, чем системы, замкнутые H∞ регуляторами. В работах

[18, 23, 175] рассматривались сравнения возможностей H2 , H∞ и анизотропий-

ных регуляторов в задаче подавления внешнего возмущения типа сдвига ветра

при посадке самолета в присутствии случайных окрашенных шумов измерений.

Анизотропийные регуляторы показали значительные преимущества по срав-

нению с H∞ регуляторами в вопросах энергозатрат на управление. Учитывая

все преимущества анизотропийного подхода к синтезу робастных регуляторов,

дальнейшее развитие методов анизотропийного анализа и управления для но-

вых классов систем является важной и актуальной задачей. Среди таких клас-

сов систем следует выделить дескрипторные системы.

Дескрипторные системы являются естественным обобщением обыкновенных

систем при составлении математических моделей реальных объектов управле-

ния. Математические модели систем управления строятся на основе известных

законов природы: физических, химических, биологических и т.д. Такие законы

имеют как дифференциальную (например, второй закон Ньютона), так и ал-

гебраическую форму (закон Кирхгофа). Обычно математическая модель объ-

екта управления записывается в форме дифференциальных или разностных

уравнений. Однако существуют ситуации, когда такой формы описания бывает
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недостаточно. Попытки задания подобных систем с помощью только диффе-

ренциальных или разностных уравнений могут привести к потере информации

или же к описанию системы в некоторых абстрактных переменных, называе-

мых фазовыми переменными. Это может затруднять практическую реализацию

управляющих устройств, а также может приводить к снижению качества регу-

лирования реальными объектами.

Таким образом, при выборе математической модели системы в переменных,

которые имеют реальный физический смысл, приходится сталкиваться с тем,

что она может содержать в себе не только дифференциальные, но и алгебраиче-

ские связи и ограничения. Запись математической модели системы управления

в алгебро-дифференциальной форме, как правило, влечет за собой невозмож-

ность разрешить данную совокупность алгебро-дифференциальных уравнений

относительно первой производной. Это приводит к появлению нового класса

систем, называемых алгебро-дифференциальными или дескрипторными систе-

мами.

Происхождение теории дескрипторных систем восходит к работам К. Вейер-

штрасса и Л. Кронекера [167, 271] о параметризуемых семействах билинейных

форм. В терминах матриц для анализа линейных систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений с возможными вырождениями главного коэффициента

матрицы Ф.Р. Гантмахером были использованы матричные пучки [20].

Дальнейшее развитие теория получила в работах П. Дирака об обобщенных

Гамильтоновых системах [121, 122, 123]. Основная идея, которая рассмотрена в

вышеописанных работах, в современной науке называется индексом дифферен-

цирования полуявных дескрипторных систем. Геометрический метод изучения

так называемых систем с ограничениями, освещенных в работах Дирака, на-

шел свое применение в механике [56, 149, 150, 196, 236, 237, 238]. Механические

системы как дескрипторные системы в дальнейшем стали объектом широкого

исследования [140, 156, 180].

Большое число исследований в теории дескрипторных систем относится так-
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же к теории электрических схем. Появление дифференциальных и алгебраиче-

ских уравнений в моделях таких систем связано с комбинацией дифференци-

альных уравнений, описывающих поведение реактивных элементов, и алгеб-

раических зависимостей, основанных на законах Кирхгофа и характеристиках

элементов [129, 225, 226, 242].

Математическая теория алгебро-дифференциальных систем начала активно

развиваться в 1970х гг. независимо в различных областях техники. Необходимо

выделить работы Гира [138], Тэйкенса [257], а также монографии Кэмпбел-

ла [97, 98] и Петзольд [214], вышедшие в начале 1980х гг. В данных работах

основное внимание было акцентировано на численных аспектах моделирова-

ния дескрипторных систем. В настоящее время достаточно большое внима-

ние уделяется алгебро-дифференциальным системам в частных производных

[86, 192, 222], а также стохастическим дескрипторным системам [232].

В отечественной и зарубежной литературе алгебро-дифференциальные си-

стемы [10, 32, 95] называются также сингулярными системами [97, 98, 116], обоб-

щенными системами в пространстве состояний (или обобщенными системами)

[60], неявными системами [46, 55] или дескрипторными системами [202, 203].

Также в отечественной литературе можно встретить термин «системы Леон-

тьевского типа» [14, 21, 29]. Наиболее часто в зарубежной литературе исполь-

зуется понятие «дескрипторные системы». В данном случае предполагается, что

переменные, формирующие математическую модель объекта управления, опи-

сывают некий реальный процесс, протекающий в объекте (от англ. descriptor -

описатель).

Дескрипторные системы нашли свое приложение при моделировании дви-

жения летательных аппаратов [245], химических процессов [57, 58, 168], в схе-

мотехнике [202, 203, 225, 226], в экономических системах [187], для описания

соединенных между собой систем высокого порядка [188], в технических си-

стемах [48, 158], в энергетических системах [234], для описания механических

систем [56, 217] и в робототехнике [197]. Дескрипторные системы имеют неко-
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торые характерные отличия от обыкновенных систем (здесь и далее обыкно-

венными будем называть системы, описываемые только дифференциальными

или только разностными уравнениями). Для дескрипторных систем характер-

ны следующие свойства [81, 141, 262]:

• Передаточная функция дескрипторной системы может не являться пра-

вильной.

• Для произвольных ограниченных начальных условий в решениях алгебро-

дифференциальных уравнений могут присутствовать обобщенные функ-

ции (импульсное поведение), а для алгебро-разностных уравнений реше-

ние может зависеть от будущих моментов времени (непричинное поведе-

ние).

• Решение линейного алгебро-дифференциального уравнения обычно содер-

жит три типа компонент: ограниченные динамические компоненты, соот-

ветствующие дифференциальной составляющей; нединамические компо-

ненты, соответствующие алгебраическим составляющим; неограниченные

динамические компоненты из класса обобщенных функций, наличие кото-

рых зависит от гладкости входного сигнала, а также от начальных усло-

вий.

Несмотря на указанные выше особенности, исследование дескрипторных си-

стем представляет достаточно перспективное направление как с точки зрения

фундаментальных исследований, так и с точки зрения практического примене-

ния. Существенные отличия дескрипторных систем от обыкновенных потребо-

вали развития и обобщения математического аппарата для них.

Многие фундаментальные понятия и результаты из теории обыкновенных

систем были успешно обобщены на дескрипторные системы: разрешимость

алгебро-дифференциальных уравнений, исследование управляемости и наблю-

даемости [10, 32, 34, 116]; канонические формы и представления дескрипторных
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систем [13, 99, 146, 147, 178]; минимальные реализации [113, 130, 153]; эквива-

лентность систем [116, 157, 249, 262]; регулярность и регуляризация [91, 92,

93, 94, 106, 107]; устойчивость и стабилизация [142, 159, 179, 206, 231, 273];

модальное управление [35, 108, 116, 144, 145, 235, 278]; линейно-квадратичное

оптимальное управление [81, 171, 207]; синтез наблюдателей и фильтрация

[117, 118, 198, 208, 209]; теоремы и уравнения Ляпунова [80, 160, 248, 254, 280];

редукция модели [251, 281]; H2 и H∞ управление [103, 104, 132, 133, 161, 166,

194, 253, 255, 256, 270, 273].

Резюмируя вышесказанное, можно сделать вывод, что актуальность раз-

вития анизотропийной теории и разработка новых методов анизотропийного

анализа и синтеза робастных регуляторов для новых классов не вызывает со-

мнений. Эти методы позволяют обобщать в рамках единого подхода разрознен-

ные существующие и появляющиеся в настоящий момент результаты анализа

и синтеза LQG/H2 и H∞ регуляторов для линейных систем, как обыкновен-

ных (задаваемых разносными уравнениями), так и дескрипторных (алгебро-

разностных) систем.

Целями данного диссертационного исследования являются разработка но-

вых методов анализа и синтеза для класса линейных дескрипторных систем на

основе анизотропийного подхода к описанию внешних возмущений и распро-

странение методов анизотропийной теории управления на некоторые классы

параметрически неопределенных обыкновенных систем.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:

1. Для линейных дискретных допустимых дескрипторных систем требуется

получить аналитические условия, позволяющие оценить величину анизо-

тропийной нормы системы во временной области.

2. Для линейных дискретных дескрипторных стабилизируемых и причинно

управляемых систем необходимо разработать методы синтеза оптималь-

ных анизотропийных законов управления при полном и неполном измере-
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нии вектора состояния, которые делают замкнутую систему допустимой и

минимизируют ее анизотропийную норму от возмущения к управляемому

выходу.

3. Для линейных дискретных дескрипторных систем требуется разработать

методы синтеза субоптимальных регуляторов по состоянию, которые де-

лают замкнутую систему допустимой и гарантируют ограниченность ее

анизотропийной нормы.

4. Требуется разработать аналитические методы робастного анизотропий-

ного анализа и синтеза субоптимальных законов управления по состоя-

нию для линейных дискретных дескрипторных систем с параметрически-

ми ограниченными по норме неопределенностями.

5. Требуется разработать аналитические методы робастного анизотропий-

ного анализа линейных дискретных обыкновенных систем с параметриче-

скими ограниченными по норме и политопическими неопределенностями.

6. Для линейныйх дискретных обыкновенных систем с параметрическими

ограниченными по норме и политопическими неопределенностями необ-

ходимо разработать методы синтеза субоптимальных анизотропийных ре-

гуляторов, гарантирующих робастную устойчивость замкнутых систем, а

также ограничивающих величину анизотропийной нормы от возмущения

к управляемому выходу.

Научная новизна заключается в распространении методов анизотропий-

ной теории управления на дескрипторные системы и на некоторые классы па-

раметрически неопределенных обыкновенных систем. Результаты, полученные

в диссертационной работе, постановки задач и методы их решения являются

новыми в анизотропийной теории управления. К основным новым результатам

относятся следующие:
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1. Разработаны методы анизотропийного анализа и вычисления анизотро-

пийной нормы дескрипторной системы с использованием обобщенных ал-

гебраических уравнений Риккати и методов выпуклой оптимизации.

2. Для дескрипторных систем получены формулы для вычисления опти-

мального анизотропийного управления при полном и неполном измерении

вектора состояния на основе обобщенных и обыкновенных алгебраических

уравнений Риккати.

3. Для класса дескрипторных систем разработаны методы синтеза субоп-

тимального анизотропийного управления при полном измерении вектора

состояния.

4. Для класса дескрипторных систем с ограниченными по норме параметри-

ческими неопределенностями были разработаны методы робастного ани-

зотропийного и H∞ анализа и синтеза анизотропийного и H∞ управления.

5. Решены задачи робастного анизотропийного анализа и управления для

класса обыкновенных систем с ограниченными по норме параметрически-

ми неопределенностями с использованием техники выпуклой оптимиза-

ции.

6. Были разработаны методы робастного анизотропийного анализа и синтеза

робастного анизотропийного управления для политопических систем.

Теоретическая значимость. Обобщение анизотропийного подхода на

класс дескрипторных систем позволило объединить в рамках единой теории

методы анализа и синтеза линейных систем, использующих в виде критерия

качества норму вход-выходного оператора системы. Таким образом, в рамках

общей концепции удалось объединить разрозненные до настоящего момента ме-

тодыH2 иH∞ теорий для дескрипторных систем как частные случаи анизотро-

пийного подхода, а также рассматривать обыкновенные системы как частный
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случай дескрипторных систем. Впервые методы выпуклой оптимизации были

применены для анализа и синтеза робастных систем с параметрическими огра-

ниченными по норме и политопическими неопределенностями.

Практическая значимость. Полученные в диссертационном исследова-

нии методы анализа и синтеза робастных систем автоматического управления

с точно известными параметрами позволяют снизить консерватизм замкнутых

систем по сравнению с H∞ регуляторами, повышая робастность по отношению

к статистическим неопределенностям в распределениях случайных возмуще-

ний. Такие регуляторы могут заметно уменьшить энергозатраты на управле-

ние и продлить время автономной работы замкнутых систем за счет более тон-

кой настройки закона управления. Методы анализа и синтеза анизотропийного

управления для систем с неточно заданными параметрами позволяют повысить

робастное качество замкнутых систем в условиях параметрической неопреде-

ленности объектов управления, вызванных неточно известной математической

моделью или технологическими допусками при производстве компонент объек-

тов управления.

Основные положения, выносимые на защиту

1. Методы анизотропийного анализа и синтеза оптимального и субоптималь-

ного анизотропийного управления при полном и неполном измерении век-

тора состояния на основе обобщенных и обыкновенных алгебраических

уравнений Риккати, а также с помощью методов выпуклой оптимизации.

2. Методы робастного анизотропийного и H∞ анализа и синтеза робастного

анизотропийного и H∞ управления дескрипторной системой с ограничен-

ными по норме параметрическими неопределенностями при полном изме-

рении вектора состояния.

3. Методы робастного анизотропийного анализа и синтеза робастного анизо-

тропийного управления обыкновенной системой с ограниченными по нор-

ме параметрическими неопределенностями на основе методов выпуклой
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оптимизации.

4. Методы робастного анизотропийного анализа и синтеза робастного ани-

зотропийного управления обыкновенной системой с политопическими па-

раметрическими неопределенностями при полном измерении вектора со-

стояния.

Соответствие паспорту специальности. Работа соответствует специаль-

ности 05.13.01 «Системный анализ, управление и обработка информации (в от-

раслях информатики, вычислительной техники и автоматизации)» по пунктам:

• Теоретические основы и методы системного анализа, оптимизации, управ-

ления, принятия решений и обработки информации.

• Формализация и постановка задач системного анализа, оптимизации,

управления, принятия решений и обработки информации.

• Разработка методов и алгоритмов решения задач системного анализа, оп-

тимизации, управления, принятия решений и обработки информации.

• Теоретико-множественный и теоретико-информационный анализ слож-

ных систем.

Методы исследования. В работе применяются методы линейной алгебры,

теории вероятностей и случайных процессов, теории функций комплексного пе-

ременного, теории дифференциальных уравнений, функционального анализа,

теория обработки сигналов, методы математического моделирования и методы

оптимизации.

Степень обоснованности и достоверности полученных научных ре-

зультатов. Достоверность полученных результатов обоснована приведенными

доказательствами лемм и теорем, корректностью проведенных математических

преобразований, а также дополнительно проверена результатами математиче-
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ского и компьютерного моделирования, согласующимися с теоретическими ре-

зультатами.

Апробация. Результаты работы докладывались и обсуждались на следу-

ющих всероссийских и международных конференциях:

1. XI Международная конференция «Устойчивость и колебания нелинейных

систем управления» (конференция Пятницкого), Москва, 2010.

2. 9-th International Conference Process Control 2010, Kouty nad Desnou: Czech

Republic, 2010.

3. Конференция «Управление в технических, эргатических, организацион-

ных и сетевых системах» (УТЭОСС-2012, Санкт-Петербург)

4. 11-й Всероссийская школа-конференция молодых ученых «Управление

большими системами» (УБС’2014, Арзамас)

5. I, II, IV Всероссийская молодежная летняя школа «Управление, инфор-

мация и оптимизация», 2009, 2010, 2012.

6. 19th International Conference on Process Control (Strbske Pleso, Slovakia,

2013)

7. 13th European Control Conference (ECC 2014, Strasbourg, France)

8. 1st IFAC Conference on Modelling, Identification and Control of Nonlinear

Systems (MICNON 2015)

9. European Control Conference (ECC-2015, Linz, Austria)

10. 2016 International Conference Stability and Oscillations of Nonlinear Control

Systems (Pyatnitskiy’s Conference)

11. 25th Mediterranean Conference on Control and Automation (MED 2017,

Valletta, Malta)
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12. 21st International Conference on Process Control (Strbske Pleso, Slovakia,

2017)

13. 20th IFAC World Congress, 2017

14. 26th Mediterranean Conference on Control and Automation (MED 2018,

Zadar, Croatia)

15. 14th International Conference “Stability and Oscillations of Nonlinear Control

Systems” (Pyatnitskiy’s Conference) (STAB-2018, Moscow)

16. 18th IFAC Symposium on System Identification, SYSID 2018, Stockholm,

Sweden

17. 17th IFAC Workshop on Control Applications of Optimization Yekaterinburg,

CAO-2018

18. 20th International Carpathian Control Conference (ICCC 2019, Krakow-

Wieliczka, Poland)

19. 23rd International Conference on System Theory, Control and Computing

(ICSTCC 2019)

20. International Workshop Navigation and Motion Control (NMC 2019), 2019,

Saint Petersburg, Russia

21. 2020 European Control Conference (ECC 20, Saint Petersburg, Russia)

Публикации. По теме диссертации опубликовано 39 работ. В том чис-

ле 2 монографии ([8] в рамках издательского гранта РФФИ “д”, [71] индек-

сируется в Web of Science), 16 журнальных статей в рецензируемых изда-

ниях (15 индексируются в Web of Science и Scopus [27, 38, 41, 42, 47, 61,

62, 64, 66, 68, 69, 73, 72, 75, 79], а [76] индексируется в Scopus), 20 ста-

тей в сборниках конференций (13 индексируются в Web of Science и Scopus
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[36, 37, 39, 44, 45, 63, 67, 70, 74, 77, 78, 87, 162], 3 индексируются в Scopus

[40, 43, 65], 4 конференции индексируются в РИНЦ [3, 6, 7, 9]), 1 брошюра [4].

Среди опубликованных по теме диссертации работ пять статей из рецензи-

руемых изданий являются сольными — [62, 76, 77, 78, 79].

Личный вклад соискателя.

Все исследования, представленные в диссертационной работе, постановки и

решения задач, формулировки и доказательства теорем, вычислительные экс-

перименты выполнены лично соискателем в процессе научной деятельности. Из

совместных публикаций в диссертацию без ссылки включен лишь тот материал,

который непосредственно принадлежит соискателю.

Связь с планами научных исследований.

Результаты работы были использованы при выполнении следующих проек-

тов:

1. Грант РФФИ 14–08–00069 А Построение анизотропийной теории при нену-

левом математическом ожидании входного возмущения.

2. Грант РФФИ 15–08–07019 Д Издание книги “Дескрипторные системы и

задачи управления.”

3. Грант РФФИ 16–38–00216 мол_а Обеспечение заданного качества пере-

ходных процессов в анизотропийной теории для дескрипторных систем и

решение задач анизотропийной фильтрации для дискретных обыкновен-

ных и дескрипторных систем.

4. Грант РФФИ 17–08–00185 А Построение анизотропийной теории робаст-

ного управления и фильтрации для стационарных и нестационарных ли-

нейных систем при нулевом и ненулевом математическом ожидании вход-

ного возмущения.

5. Грант РФФИ 18–38–00076 мол_а Понижение влияния внешних возмуще-

ний для линейных дискретных систем с параметрическими неопределен-
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ностями.

6. Государственной программа финансовой поддержки ведущих универси-

тетов Российской Федерации (субсидия 074–U01) в рамках программы

ITMO Postdoctoral Fellowship program.

7. Грант РНФ 18–71–00105 Разработка методов синтеза отказоустойчивых

систем управления, находящихся под влиянием случайных возмущений.

Структура и объем диссертации.

Диссертационная работа состоит из введения, шести глав, заключения, спис-

ка публикаций, списка литературы. Работа изложена на 277 страницах, содер-

жит 35 иллюстраций, 10 таблиц. Список цитируемой литературы включает 282

наименования.

Содержание работы.

Изложение диссертационной работы построено следующим образом. Во вве-

дении обоснована актуальность и значимость исследуемой проблематики, дан

обзор литературы, сформулированы цель и задачи исследования, основные по-

ложения, выносимые на защиту, приведены данные о структуре и объеме дис-

сертационной работы.

Глава 1. В главе 1 рассмотрены основные особенности дискретных дескрип-

торных систем, дано краткое изложение теории анизотропийного анализа ли-

нейных систем управления, а также приведены формулировки известных лемм

и теорем, которые будут использоваться в дальнейшем изложении и получе-

ния новых результатов. В первом разделе даются основные определения, от-

носящиеся к теории дескрипторных систем, вводятся понятия эквивалентных

форм, понятия регулярности, причинности, устойчивости и допустимости де-

скрипторной системы. Также рассмотрены различные виды управляемости и

наблюдаемости и приведены формулы для вычисления грамианов управляемо-

сти и наблюдаемости дескрипторных систем. Эти результаты известны и по-
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этому приводятся в обзорной форме, без доказательств с указанием ссылок на

первоисточники.

Глава 2. В данной главе вводятся понятияH2 , H∞ и анизотропийной норм

передаточной функции дескрипторной системы. Следует заметить, что понятия

H2 и H∞ норм являются общеизвестными, но вынесены во вторую главу для

удобства изложения материала работы. Приведены алгоритмы для вычисле-

ния соответствующих норм и вычислительные примеры. Далее в главе ставит-

ся задача анизотропийного анализа дескрипторной системы в более широком

смысле, которая заключается в одновременной проверке ее на допустимость

и оценке ограниченности анизотропийной нормы дескрипторной системы на-

перед заданным числом. Для решения данной задачи были сформулированы

и доказаны различные варианты анизотропийной частотной теоремы. Первый

вариант основан на решении обобщенного алгебраического уравнения Риккати,

второй и третий — на применении метода матричных неравенств. Рассмотрены

алгоритмы вычисления анизотропийной нормы системы на основе приведен-

ных вариантов анизотропийной частотной теоремы. Результаты показаны на

примерах.

Глава 3 посвящена решению задачи синтеза анизотропийного управления

для дескрипторных систем с точно известными параметрами. Главу условно

можно разделить на две части: оптимальное управление и субоптимальное

управление. В начале главы приводятся решение для оптимальных задач как

при полном измерении вектора состояния, так и по выходной переменной. Обе

методики сводятся к решению систем уравнений, включающих в себя алгебраи-

ческие (обобщенные и обыкновенные) уравнения Риккати, уравнения (обобщен-

ные и обыкновенные) Ляпунова, а также уравнения специального вида относи-

тельно средней анизотропии входного возмущения. Во второй части решается

задача субоптимального анизотропийного управления при измерении состояния

объекта и при полной информации. Решения получены в двух видах: на основе

обобщенных алгебраических уравнений Риккати и на основе матричных нера-
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венств. Эффективность разработанных методов показана на вычислительных

примерах.

В главе 4 рассмотрена задача робастного анизотропийного анализа и син-

теза робастных анизотропийных регуляторов для дискретных дескрипторных

систем с ограниченными по норме параметрическими неопределенностями. Ре-

зультаты, полученные в данной главе, основаны на обобщениях результатов

синтеза субоптимальных регуляторов, представленных в третьей главе. Все ре-

зультаты сформулированы в терминах матричных неравенств, а также полу-

чены выпуклые ограничения для решения задач анализа и синтеза. Отдельно

решена задача синтеза H∞ робастного регулятора по состоянию. Полученные

условия позволяют уменьшить консерватизм получаемых оценок в определен-

ных случаях, что невозможно при решении непосредственно задачи анизотро-

пийного анализа и синтеза. Также решена задача робастного модального управ-

ления с анизотропийным критерием качества. Вычислительная эффективность

проверена на примерах.

Глава 5 посвящена вопросам анизотропийного анализа и синтеза в парамет-

рически неопределенных обыкновенных системах. Рассматриваются два типа

параметрических неопределенностей: политопические и ограниченные по нор-

ме неопределенности. Для обоих типов неопределенностей получены условия

ограниченности анизотропийной нормы сверху заданным положительным чис-

лом, а также разработаны вычислительные методики оценки верхней границы

анизотропийной нормы параметрически неопределенной системы. В случае по-

литопических систем были разработаны методики на основе параметрических

функций Ляпунова, а также на основе вычислительных процедур без неопре-

деленного параметра. Также получены регулярные методы синтеза стабилизи-

рующих робастных регуляторов с анизотропийным критерием качества как по

состоянию, так и по выходной переменной. Результаты проиллюстрированы на

примерах.
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Глава 1. Основные понятия анизотропийной

теории и теории дескрипторных си-

стем

Настоящая глава посвящена краткому изложению основных методов из тео-

рии дескрипторных систем, а также из теории анизотропийного управления.

Следует заметить, что данные положения являются общеизвестными и полу-

чены не автором диссертации, поэтому они приводятся в обзорной форме без

доказательств с указанием соответствующих источников цитирования.

1.1. Основные понятия теории дескрипторных систем

В общем случае дескрипторная система записывается в виде следующей

зависимости:

F(ẋ(t), x(t), f(t), t) = 0, (1.1)

с уравнением выхода

h(x(t), t) = 0, (1.2)

где x(t) ∈ Rn — состояние системы, f(t) ∈ Rm — входной сигнал, F(·) ∈ Rn и

h(·) ∈ Rp — некоторые нелинейные вектор-функции.

В отличие от обыкновенных дифференциальных уравнений, алгебро-

дифференциальные или дескрипторные системы не разрешимы относительно

первой производной ẋ(t).

Наиболее хорошо изученными в настоящее время являются дескрипторные

системы, задаваемые в так называемых специальных формах. Линейная ста-
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ционарная система также является одной из специальных форм описания де-

скрипторных систем и имеет вид:

Eẋ(t) = Ax(t) +Bf(t), (1.3)

y(t) = Cx(t) +Df(t).

Если в уравнении (1.3) матрица E является вырожденной, т.е. rank (E) < n,

то алгебраические связи между переменными не позволяют разрешить исход-

ные уравнения относительно производной. Невозможность обратить матрицу

E не дает перейти к обыкновенным дифференциальным уравнениям. Таким

образом, в теории дескрипторных систем появилось понятие, называемое ме-

рой неразрешенности системы. Мера неразрешенности или индекс алгебро-

дифференциальной системы — это число, которое рассматривается относитель-

но входного сигнала и, в зависимости от объекта изучения, может содержать в

себе различные свойства алгебро-дифференциальных систем [90, 100, 101, 102,

139, 151, 152, 155, 156, 169, 170, 172, 193, 224, 219, 220, 221, 215, 216, 218, 223].

Замечание 1.1. Дескрипторные системы непрерывного времени вида

Ecẋ(t) = Acx(t) +Bcf(t)

могут быть дискретизованы в дескрипторные системы дискретного времени

вида

Edx̃(k + 1) = Adx̃(k) +Bdf̃(k)

с матрицами:

Ed = Ec, Ad = TsAc + Ec, Bd = TsBc.

Здесь Ts — шаг дискретизации.

В дальнейшем объектом рассмотрения будут выступать линейные дискрет-

ные дескрипторные системы, поэтому запишем их в пространстве состояний в
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следующем виде:

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bf(k), (1.4)

y(k) = Cx(k) +Df(k), (1.5)

где x(k) ∈ Rn — вектор состояния системы, f(k) ∈ Rm и y(k) ∈ Rp — входная

и выходная последовательности соответственно, k ∈ Z, k > 0. E, A, B, C, D

— постоянные действительные матрицы соответствующих размерностей. Также

выполняется ранговое ограничение rankE = r < n.

Также для простоты и удобства систему (1.4)–(1.5) будем обозначать в виде:

P =

E, A B

C D

 . (1.6)

Вид математической модели системы управления зависит от выбора пере-

менных состояния. Очевидно, что такой выбор не является единственным. Это

приводит к тому, что математическая модель объекта управления не является

единственной.

Две системы

E, A B

C D

 и

E, A B

C D

 называются системами огра-

ниченной эквивалентности если существуют такие две невырожденные матри-

цы W и V размерности n× n, что

E = W E V , A = W AV , B = W B, C = C V

При этом пара матриц (W, V ) называется эквивалентным преобразованием.

При рассмотрении линейных стационарных дескрипторных систем важным по-

нятием является понятие регулярности системы или регулярности матричного

пучка (λE − A), связанного с матрицами состояния системы. В отличие от

обыкновенных систем, решение которых существует и единственно при любых

начальных условиях, решение дескрипторной системы может быть не един-

ственным или даже не существовать. Необходимым условием существования

и единственности решения дескрипторной системы является регулярность мат-

ричного пучка (λE − A). Дадим следующее определение [116, 249].
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Определение 1.1. Для любых двух заданных матриц E,A ∈ Rn×n пара мат-

риц (E,A) называется регулярной (матричный пучок (λE − A) называет-

ся регулярным), если существует постоянный скаляр λ ∈ C, для которого

det(λE − A) 6= 0.

Как показано в [116], пара матриц (E,A) является регулярной если и только

если существуют такие две невырожденные матрицы W и V , что

WEV = diag(Ir, N), WAV = diag(A1, In−r), (1.7)

где rank (E) = r, A1 ∈ Rr×r, N ∈ R(n−r)×(n−r) — нильпотент.

Определение 1.2. Квадратная матрица N называется нильпотентом ин-

декса h, если Nh = 0, а N i 6= 0 для всех i = 1, (h− 1).

Используя преобразование координат в виде: x1(k)

x2(k)

 = V
−1
x(k), x1(k) ∈ Rr, x2(k) ∈ Rn−r (1.8)

и умножая левую и правую части уравнения (1.4) на матрицу W , получим

стандартную декомпозицию системы в виде:

x1(k + 1) = A1x1(k) +B1f(k), (1.9)

y1(k) = C1x1(k),

Nx2(k + 1) = x2(k) +B2f(k), (1.10)

y2(k) = C2x2(k),

y(k) = C1x1(k) + C2x2(k) +Df(k) = y1(k) + y2(k) +Df(k), (1.11)

где
WEV = diag(Ir, N), WAV = diag(A1, In−r),

WB =

 B1

B2

 , CV =
[
C1 C2

]
.

(1.12)
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Уравнения (1.9)–(1.11) в литературе также называют первой эквивалент-

ной формой, а подсистемы (1.9) и (1.10), соответственно, медленной (прямой)

и быстрой (обратной) подсистемами. Индекс матричного пучка (λE − A) или

мера неразрешенности системы (1.9)–(1.11) равна индексу нильпотентности

матрицы N . В случае, если матрица A1 записана в жордановой форме, то си-

стема (1.9)–(1.11) называется канонической формой Вейерштрасса. Дадим еще

одно важное понятие в теории дескрипторных систем.

Определение 1.3. Пусть система записана в форме (1.7), тогда

1. собственные значения матрицы A1, называются конечными собствен-

ными значениями пары матриц (E,A).

2. собственные значения матрицы N , называются собственными значе-

ниями на бесконечности.

Рассмотрим еще одну важную эквивалентную форму для системы (1.4)–

(1.5). Напомним, что r = rank (E), предполагаем, что пара матриц (E,A) явля-

ется регулярной. Тогда из теории матриц следует, что можно подобрать такие

две невырожденные матрицы W̃ и Ṽ , что W̃EṼ = diag(Ir, 0).

Аналогично предыдущему случаю, применяя преобразование координат

Ṽ −1x(k) =

 x1(k)

x2(k)

 , x1(k) ∈ Rr, x2(k) ∈ Rn−r, и умножая левую и правую

часть уравнения (1.4) на матрицу W̃ , система (1.4)–(1.5) запишется в виде:

x1(k + 1) = A11x1(k) + A12x2(k) +B1f(k), (1.13)

0 = A21x1(k) + A22x2(k) +B2f(k), (1.14)

y(k) = C1x1(k) + C2x2(k) +Df(k), (1.15)

где

W̃AṼ =

 A11 A12

A21 A22

 , W̃B =

 B1

B2

 , CṼ =
[
C1 C2

]
. (1.16)
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Система (1.13)–(1.16) называется второй эквивалентной формой или эквива-

лентной формой, основанной на сингулярной декомпозиции, для системы (1.4)–

(1.5).

Матрицы W̃ и Ṽ могут быть найдены с использованием сингулярной деком-

позиции в виде:

E = Udiag(S, 0)HT . (1.17)

Здесь U и H — действительные ортогональные матрицы, S — диагональная

матрица размерности r × r, которая формируется из ненулевых сингулярных

чисел матрицы E

W̃ = diag(S−1, In−r)U
T , Ṽ = H. (1.18)

Особенности дескрипторных систем

Дискретные дескрипторные системы обладают несколькими особенностями,

которые не позволяют быстро и легко обобщить результаты, полученные для

обыкновенных систем. Главной такой особенностью является нарушение прин-

ципа причинности — текущее состояние системы может зависеть от будущих

значений входного сигнала. Поясним это на примере.

Пример 1.1. Рассмотрим систему: 0 1

0 0

x(k + 1) =

 1 0

0 1

x(k) +

 1

1

 f(k),

Система записана в первой эквивалентной форме, а ее решение определя-

ется в виде:

x2(k) = −f(k),

x1(k) = −f(k)− f(k + 1).

Первая переменная состояния зависит от будущих значений входа.
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В теории дескрипторных систем выделяют два типа причинности

• Причинность между состоянием и входом. В данном случае система будет

причинной, если быстрая (обратная) подсистема не зависит от будущих

значений входного сигнала, т.е. если NB2 = 0.

• Причинность между измеряемым выходом и входом. Можно показать, что

выходная переменная y2(k) в выражении (1.10) определяется равенством:

y2(k) = C2x2(k) = −
h−1∑
i=0

C2N
iB2f(k + i), (1.19)

Таким образом, чтобы выходная переменная не зависела от будущих зна-

чений входного сигнала, необходимо и достаточно выполнение следующих

условий

C2N
iB2 = 0, i = 1, 2, ..., h− 1,

или[
C2 C2N · · · C2N

h−1
]T

N
[
B2 NB2 · · · Nh−1B2

]
= 0. (1.20)

Другим важным отличием дискретных дескрипторных систем от систем

обыкновенных является то, что дескрипторные системы имеют решение не для

всех начальных условий. Эта особенность может быть проиллюстрирована, ис-

пользуя выражение для описания зависимости между состоянием системы и

входом в нулевой момент времени. Она определяется выражением:

x(0) = V

 I

0

[ I 0
]
V
−1
x(0)− V

 0

I

 h−1∑
i=0

N iB2f(i)

Таким образом, решение существует, если[
0 I

]
V
−1
x(0) = −

h−1∑
i=0

N iB2f(i). (1.21)

Начальные условия, для которых справедливо равенство (1.21), называют со-

гласованными начальными условиями.
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Необходимо отметить, что проблема согласования начальных условий в де-

скрипторных системах является важной при построении численных решений и

моделирования динамики систем. Данные вопросы рассматривались в работах

[10, 58, 90, 111].

Определение 1.4. Система (1.4) называется (экспоненциально) устойчи-

вой, если при f(k) = 0 и для любых согласованных начальных условий x(0)

справедливо неравенство

‖x(k)‖ ≤ αβk‖x(0)‖, k ∈ Z, k > 0 α > 0, 0 < β < 1

Определение 1.5. Система (1.4) называется допустимой, если она являет-

ся регулярной (т.е. ∃λ ∈ C : (λE − A) 6= 0), причинной и устойчивой.

Для системы, записанной в первой и второй эквивалентных формах понятия

устойчивости, причинности и допустимости можно представить в следующей

форме [273].

Пусть система (1.4)–(1.5) задана в эквивалентной форме (1.9)–(1.12). Тогда

• Система с парой матриц (E,A) является причинной тогда и только тогда,

когда N = 0.

• Система с парой матриц (E,A) является устойчивой тогда и только тогда,

когда ρ(A1) < 1.

• Система с парой матриц (E,A) является допустимой тогда и только тогда,

когда N = 0 и ρ(A1) < 1.

Пусть система (1.4)–(1.5) задана во второй эквивалентной форме (1.13)–

(1.16)

• Система с парой матриц (E,A) является причинной тогда и только тогда,

когда матрица A22 является невырожденной.

32



• Система с парой матриц (E,A) является допустимой тогда и только тогда,

когда A22 является невырожденной и ρ(A11 − A12A
−1
22 A21) < 1.

Определение 1.6. [210] Рассмотрим область D на комплексной плоскости,

задаваемую в виде:

D = {z ∈ C : d+ 2bRe(z) + c|z|2 < 0}. (1.22)

Пару (E,A) будем называть D–допустимой, если она является допустимой,

а все ее конечные собственные значения лежат внутри области D.

В определении 1.6 параметры b, c, и d являются вещественными. Для D–

допустимой системы они задают круг, лежащий внутри единичного круга на

комплексной плоскости.

Управляемость и наблюдаемость дескрипторных систем

Как уже было сказано, стандартная декомпозиция позволяет разделить ис-

ходную дескрипторную систему на две подсистемы — прямую и обратную.

Пусть система задана на конечном горизонте времени L > n. При этом решение

прямой подсистемы полностью определяется начальными условиями, а обрат-

ной подсистемы — конечными условиями [116]. Будем называть такие условия

граничными и обозначим их как

 x1(0)

x2(L)

.
В связи с тем, что динамика дескрипторной системы разделяется на

две подсистемы, понятия управляемости и наблюдаемости в дескрипторных

системах гораздо шире, чем аналогичные понятия в теории обыкновенных

линейных систем. Так, в теории дескрипторных систем выделяют полную

управляемость (C-управляемость), управляемость на множестве достижимости

(R-управляемость) и причинную управляемость (Y-управляемость). Полная

управляемость означает управляемость обеих подсистем в выражении (1.9)–

(1.10). Управляемость на множестве достижимости означает управляемость
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лишь первой подсистемы (1.9). Остановимся подробнее на причинной управ-

ляемости. Рассмотрим закон управления в виде:

f(k) = Kx(k) + v(k), (1.23)

где K ∈ Rm×n — постоянная матрица, v(k) — новый входной сигнал, а замкну-

тая система (1.4) будет иметь вид:

Ex(k + 1) = (A+BK)x(k) +Bv(k). (1.24)

Система (1.4) называется причинно управляемой, если существует такой закон

управления (1.23), что замкнутая система (1.24) является причинной. Наруше-

ние принципа причинности при составлении математических моделей реальных

систем в дескрипторной форме является достаточно серьезной проблемой при

решении задач управления, анализа, идентификации и синтеза наблюдателей

состояния, а также создает значительные сложности в обобщении результатов,

известных для обыкновенных систем. Свойство причинной управляемости поз-

воляет строить неупреждающие законы управления после применения кауза-

лизирующей обратной связи (1.23). Таким образом, причинная управляемость

означает управляемость подсистемы (1.10). Эти понятия легко обобщаются на

системы, заданные на бесконечном горизонте.

Справедливы следующие критерии управляемости [116, 247]:

1. Система (1.9)–(1.10) является полностью управляемой, если

rank [B1, A1B1, ..., A
r−1
1 B1] = r,

rank [B2, NB2, ..., N
n−r−1B2] = n− r.

2. Система (1.9)–(1.10) является управляемой на множестве достижимости,

если

rank [B1, A1B1, · · · , Ar−1
1 B1] = r.
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3. Система (1.9)–(1.10) является причинно управляемой, если

rank

 E 0 0

A E B

 = rank (E) + n.

Пример 1.2. Рассмотрим систему с параметрами: 0 1

0 0

x(k + 1) =

 1 0

0 1

x(k) +

 1

1

u(k) +

 1

1

 f(k),

В примере 1.1 было показано, что данная система является непричинной.

Проверим, является ли она причинно управляемой. Составим матрицу

M =

 E 0 0

A E B

 =


0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 1 1

0 1 0 0 1

 .

Из выражения видно, что rank (M) = 3, следовательно, система является

причинно управляемой.

Выберем закон управления по состоянию в виде:

u(k) = Kx(k), K =
[
−1 −0.5

]
.

Выражения для замкнутой системы приобретут вид: 0 1

0 0

x(k + 1) =

 0 −0.5

−1 0.5

x(k) +

 1

1

 f(k),

Из последнего выражения получаем:

x2(k + 1) = −0.5x2(k) + f(k),

x1(k) = 0.5x2(k) + f(k),

откуда следует, что система является причинной.
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Понятие наблюдаемости, аналогично с теорией обыкновенных систем, яв-

ляется двойственным понятием к управляемости. Поэтому для дескрипторных

систем справедливы понятия полной наблюдаемости, наблюдаемости на множе-

стве достижимости и причинной наблюдаемости. Аналогично критериям управ-

ляемости, можно выделить критерии наблюдаемости [116, 247]:

1. Система (1.9)–(1.10) полностью наблюдаема тогда и только тогда, когда

rank


C1

C1A1

...

C1A
r−1
1

 = r and rank


C2

C2N
...

C2A
n−r−1

 = n− r.

2. Система (1.9)–(1.10) R-наблюдаема тогда и только тогда, когда

rank


C1

C1A1

...

C1A
r−1
1

 = r.

3. Система (1.9)–(1.10) причинно наблюдаема тогда и только тогда, когда

rank


E A

0 E

0 C

 = n+ rank (E).

Определение 1.7. Рациональная матричная функция P (z) = C(zE−A)−1B+

D называется передаточной функцией дискретной дескрипторной систе-

мы (1.4)–(1.5). Здесь z — переменная Z-преобразования Лапласа.

Определение 1.8. Предположим, что пара матриц (E,A) устойчива. Вве-
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дем обозначение

Fk =


V
−1

 Jk 0

0 0

W−1
, k = 0, 1, 2, ...

V
−1

 0 0

0 −N−k−1

W−1
, k = −1,−2, ....

где матрицы W и V задают эквивалентную форму Вейерштрасса системы

(1.4)–(1.5) с матрицами J и N .

1. Причинный грамиан управляемости системы (1.4)–(1.5) определяется в

виде

Gdcc =
∞∑
k=0

FkBB
TFT

k , (1.25)

2. Причинный грамиан наблюдаемости системы (1.4)–(1.5) определяется в

виде

Gdco = O+O
T
+ =

∞∑
k=0

FT
k C

TCFk, (1.26)

1. Непричинный грамиан управляемости системы (1.4)–(1.5) определяется

в виде

Gdnc =
−1∑

k=−h

FkBB
TFT

k . (1.27)

2. Непричинный грамиан наблюдаемости системы (1.4)–(1.5) определяется

в виде

Gdco =
−1∑

k=−h

FT
k C

TCFk. (1.28)

Грамиан управляемости системы (1.4)–(1.5) определяется по формуле

Gdc = Gdcc +Gdnc, а ее грамиан наблюдаемости равен Gdo = Gdco +Gdno.
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1.2. Анизотропия случайного вектора и средняя анизо-

тропия сигнала

Ниже будут рассмотрены основные понятия из теории анизотропийного ана-

лиза сигналов и динамических систем, введенные в работах [15, 16, 17, 19, 119,

174, 266, 267].

Пусть W = {wk}−∞<k<∞ — стационарная последовательность случайных

векторов wk ∈ Rm с конечными вторыми моментами. Составим элементы по-

следовательности W , рассматриваемые на временном интервале [0, N ], в слу-

чайный вектор вида

W0:N =


w0

...

wN

 . (1.29)

Предполагаем, что W0:N является абсолютно непрерывно распределенным для

любых N ≥ 0. Анизотропия вектора W0:N обозначается через A(W0:N) и опре-

деляется как минимальное значение относительной энтропии (информационное

уклонение Кульбака-Лейблера) по отношению к вектору из Rm(N+1) эталонным

вероятностным распределением, роль которого исполняет гауссовское распре-

деление с нулевым математическим ожиданием и скалярной ковариационной

матрицей. Анизотропия вектора W0:N вычисляется по формуле [266]

A(W0:N) =
m(N + 1)

2
ln

(
2πe

m(N + 1)
E(|W0:N |2)

)
− h(W0:N),

где дифференциальная энтропия h(W0:N) вычисляется в виде

h(W0:N) = −E ln f(W0:N) = −
∫
Rm(N+1)

f(x) ln f(x)dx,

а f(x) — функция плотности вероятности вектора W0:N .

Отметим также, что информационное уклонение Кульбака-Лейблера явля-

ется неотрицательным функционалом. Таким образом, анизотропия случайного
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вектора также является неотрицательным числом, т.е.A(W0:N) > 0. Также сле-

дует отметить, что A(W0:N) = 0 если и только если W0:N — гауссовский вектор

с нулевым математическим ожиданием и скалярной ковариационной матрицей.

Средняя анизотропия последовательности W определяется как

A(W ) = lim
N→+∞

A(W0:N)

N
. (1.30)

В работе [19] показано, что

A(W ) = A(w0) + I (w0; {wk}k<0) , (1.31)

где I (w0; {wk}k<0) = lims→−∞ I (w0;Ws:−1) — взаимная информация Шэннона

[148] между w0 и всей предысторией {wk}k<0 последовательности W .

Для стационарной гауссовской последовательности W взаимная информа-

ция Шэннона между w0 и всей предысторией {wk}k<0 определяется по формуле

I (w0; {wk}k<0) =
1

2
ln det(cov(w0)cov(w̃0)

−1), (1.32)

где

w̃0 = w0 − E(w0|{wk}k<0) (1.33)

ошибка оптимального среднеквадратичного предсказания w0 по предыстории

(wk)k<0, вычисляемая через условное математическое ожидание.

Спектральная плотность S(ω) последовательности W связана с ковариаци-

онной матрицей ошибки предсказания (1.33) по формуле Колмогорова-Сеге:

1

2π

∫ π

−π
ln detS(ω)dω = ln det cov(w̃0). (1.34)

Спектральную плотность S(ω) можно представить в виде факторизации

S(ω) = Ĝ(ω)Ĝ∗(ω), (−π 6 ω 6 π), Ĝ(ω) = liml→1G(leiω).

С учетом изложенных понятий средняя анизотропия последовательностиW

может быть определена в частотной области с использованием спектральной

плотности как

A(W ) = − 1

4π

∫ π

−π
ln det

mS(ω)

‖G‖2
2

dω = − 1

4π
ln det

mcov(w̃0)

‖G‖2
2

, (1.35)
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где

‖G‖2 =

(
1

2π

∫ π

−π
Tr
(
Ĝ∗(ω)Ĝ(ω)

)
dω

)1/2

=

(
1

2π

∫ π

−π
TrS(ω)dω

)1/2

.

Замечание 1.2. Пусть V — гауссовский белый шум с единичной ковариацион-

ной матрицей и нулевым математическим ожиданием. Так как спектраль-

ная плотность последовательности V постоянна и равна единичной мат-

рице, то последовательность W может быть сформирована из гауссовского

белого шума V посредством фильтра G(z), т.е. W = GV . Таким образом,

факторизацию G(z) будем называть формирующим фильтром.

Замечание 1.3. Средняя анизотропия стационарной случайной последова-

тельности W может также полностью определяться через факториза-

цию ее спектральной плотности Ĝ(ω) и ассоциированной с ней передаточной

функцией G(z), поэтому в дальнейшем будем использовать обозначение A(G)

вместо A(W ) там, где это удобнее.

Рис. 1.1. Пример реализации стационарных случайных последовательностей с

разными уровнями средней анизотропии A(W ).

Рассмотрим обыкновенную разностную систему F (z) :
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x(k + 1) = Ax(k) + Bw(k), (1.36)

y(k) = Cx(k) +Dw(k). (1.37)

Здесь x(k) ∈ Rn, w(k) ∈ Rm и y(k) ∈ Rp. Передаточная функция системы имеет

вид:

F (z) = C(zI −A)−1B +D.

Для вход-выходного соотношения (1.36)–(1.37) введем среднеквадратичный

коэффициент усиления, определяемый соотношением [119, 267]:

Q(F,W ) =
‖Y ‖P
‖W‖P

, (1.38)

где

‖Y ‖P =

√√√√ lim
N→∞

1

2N + 1

N∑
k=−N

E|y(k)|2

— мощностная норма последовательности Y = {y(k)}k∈Z.

Определение 1.9. Для заданного уровня средней анизотропии a > 0 анизо-

тропийная норма системы F с реализацией в пространстве состояний (1.36)–

(1.37) определяется выражением

|||F |||a = sup
A(W )6a

Q(F,W ). (1.39)

Таким образом, анизотропийная норма системы |||F |||a описывает стохастиче-

ский коэффициент усиления системы F по отношению к стационарному внеш-

нему возмущению W , чья средняя анизотропия не превышает заданный уро-

вень a.

Отношение мощностных норм, задаваемое выражением (1.38) может быть

записана в следующем виде:

‖Y ‖P
‖W‖P

=
‖FG‖2

‖G‖2
,
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где G(z) — это формирующий фильтр, ассоциированный с факторизацией спек-

тральной плотности последовательности W . Используя эту запись, анизотро-

пийную норму системы можно определить другим образом [119, 267].

Определение 1.10. Для заданного уровня средней анизотропии a > 0 анизо-

тропийная норма системы F с реализацией в пространстве состояний (1.36)–

(1.37) определяется выражением

|||F |||a = sup
G∈Ga

‖FG‖2

‖G‖2
. (1.40)

Здесь через Ga обозначается множество всех формирующих фильтров, для

которых справедливо неравенство

Ga =
{
G ∈ H2

m×m : A(G) 6 a
}
.

Определение 1.11. Фильтр G ∈ Ga, на котором достигается супремум

отношения в правой части выражения (1.40), называется наихудшим фор-

мирующим фильтром.

1.3. Вспомогательные результаты, используемые в дис-

сертации

Определение 1.12. Система F(z), удовлетворяющая условиям

F∗(z)ΨF(z) = Ψ для некоторой ненулевой матрицы Ψ = ΨT ∈ Rp×p и

невырожденной матрицы Ψ = Ψ
T ∈ Rm×m на единичной окружности, т.е.

при |z| = 1 [261], называется взвешенной системой полного пропускания.

При этом предполагается, что выполнено условие m 6 p.

Лемма о взвешенной системе полного пропускания.

Лемма 1.1. [261] Для заданных матриц Ψ и Ψ система F ∈ H∞ p×m явля-

ется взвешенной системой полного пропускания, если существует матрица
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R = RT , которая удовлетворяет следующим уравнениям:

R = ATRA+ CT ΨC, (1.41)

0 = BTRA+DT ΨC, (1.42)

Ψ = BTRB +DT ΨD. (1.43)

Критерий допустимости системы на основе обобщенных уравнений Ляпуно-

ва.

Теорема 1.1. [247] Регулярная дискретная дескрипторная система (1.4) яв-

ляется допустимой, если существует решение X = XT ∈ Rn×n обобщенного

уравнения Ляпунова

ATXA− ETXE +Q = 0, (1.44)

удовлетворяющее условию ETXE > 0 для некоторой положительно опреде-

ленной матрицы Q = QT > 0.

Частотная теорема об ограниченности H∞ нормы дескрипторной систе-

мы [273].

Теорема 1.2. Для заданного числа γ > 0 дискретная дескрипторная система

P (z) = C(zE − A)−1B + D с реализацией в пространстве состояний (1.4)–

(1.5) является допустимой, а норма ее передаточной функции удовлетворяет

неравенству ‖P‖∞ < γ, если и только если существует такая матрица R =

RT , для которой выполнены неравенства:

ETRE > 0, (1.45) ATRA− ETRE + CTC ATRB + CTD

BTRA+DTC BTRB +DTD − γ2Im

 < 0 (1.46)

Лемма 1.2. [231] Пусть область D, определяемая выражением (1.22), — диск

с центром в начале координат комплексной плоскости, имеющий радиус ω <

1, т.е. d = −ω2, b = 0, и c = 1. Пара (E,A) имеет g конечных собственных
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значений внутри области D и (n − g) конечных собственных значений вне

области D, если и только если существует невырожденная матрица X =

XT ∈ Rn×n с g положительными и (n − g) отрицательными собственными

числами, удовлетворяющая неравенству

− ω2EXET + AXAT < 0. (1.47)

Лемма 1.3. (Лемма Петерсена) [213] Пусть матрицы M ∈ Rn×p и N ∈ Rq×n

являются ненулевыми, а G = GT ∈ Rn×n. Неравенство

G+M∆N +NT ∆TMT 6 0 (1.48)

выполняется для всех ∆ ∈ Rp×q: ∆T ∆ 6 Ip если существует такой положи-

тельный скаляр ε > 0, что выполнено неравенство

G+ εMMT +
1

ε
NTN 6 0. (1.49)

Лемма 1.4. (Лемма о дополнении Шура) [89]

Пусть

X =

 X11 X12

XT
12 X22

 ,
где X11 и X22 — квадратные матрицы.

Если X11 > 0, то X > 0 тогда и только тогда, когда

X22 −XT
12X

−1
11 X12 > 0. (1.50)

Если X22 > 0, то X > 0 тогда и только тогда, когда

X11 −X12X
−1
22 X

T
12 > 0. (1.51)

Лемма 1.5. (Анизотропийная частотная теорема) [31] Система (1.36)–

(1.37) является устойчивой и ее анизотропийная норма для заданного уровня

средней анизотропии входного случайного сигнала a > 0 ограничена сверху
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числом γ > 0, если и только если найдутся такие матрицы X > 0, Y > 0,

Ψ > 0 и число η : η > γ2, для которых справедливы соотношения:

η −
(
e−2a det Ψ

)1/m
< γ2, (1.52)

Ψ− ηIm ? ?

B −Y ?

D 0 −Ip

 < 0, (1.53)


−X ? ? ?

0 −ηIm ? ?

A B −Y ?

C D 0 −Ip

 < 0, (1.54)

XY = In (1.55)
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Выводы к главе 1

В этой главе были рассмотрены основные понятия теории дискретных де-

скрипторных систем. Было показано, что в отличие от обыкновенных систем,

дескрипторные системы обладают свойствами и особенностями, которые суще-

ственно осложняют обобщение существующих результатов. Показано, что в де-

скрипторных системах нарушается принцип причинности, решение может не

существовать при любых начальных условиях, а также что дескрипторные си-

стемы имеют несколько типов управляемости и наблюдаемости. Устойчивость

дескрипторных систем определяется в смысле Ляпунова. Во втором разделе

кратко приведены основы анизотропийной теории. Анизотропия случайного

вектора определяется как минимальное информационное уклонение его распре-

деления от гауссовских распределений с нулевым математическим ожиданием

и скалярными ковариационными матрицами. Средняя анизотропия случайной

гауссовской последовательности может быть вычислена с использованием фак-

торизации спектральной плотности сигнала в частотной области. В третьем

разделе кратко приводятся основные леммы и теоремы, которые потребуют-

ся в дальнейшем изложении. Эти формулировки опираются на изложенные в

текущей главе понятия. Среди них понятие взвешенной системы полного про-

пускания, лемма о принадлежности конечных полюсов дескрипторной системы

окружности заданного радиуса на комплексной плоскости, лемма о дополнении

Шура, а также лемма Петерсена.
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Глава 2. Анизотропийный анализ дескриптор-

ных систем с точно известными пара-

метрами

Данная глава посвящена решению задачи оценки робастного качества до-

пустимой дескрипторной системы по отношению к случайным внешним воз-

мущениям с известным уровнем средней анизотропии. Рассматриваются общие

методы и алгоритмы для решения задачи анализа как на основе решений обоб-

щенных алгебраических уравнений Риккати, так и с использованием методов

выпуклой оптимизации и линейных матричных неравенств.

2.1. Нормы передаточной функции дескрипторной систе-

мы

Прежде чем перейти непосредственно к постановке и решению задачи ани-

зотропийного анализа дескрипторных систем, рассмотрим близкие задачиH2 и

H∞ анализа. Для этого необходимо дать определенияH2 иH∞ норм передаточ-

ной функции дескрипторной системы. Напомним, что в пространстве состояний

дескрипторная система записывается в виде:

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bw(k), (2.1)

y(k) = Cx(k) +Dw(k). (2.2)

Систему (2.1)–(2.2) также можно представить в частотной области через
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передаточную функцию, которая выражается равенством

P (z) = C(zE − A)−1B +D.

Рассмотрим определения H2 и H∞ норм передаточной функции P (z) дескрип-

торной системы (2.1)–(2.2) [247].

Lp×m2 и H2 нормы

Обозначим через Lp×m2 (Γ), где Γ — единичная окружность на комплексной

плоскости, пространство матричных функций P : Γ → Cp×m, которые имеют

конечную Lp×m2 (Γ) норму, определяемую выражением

‖P‖Lp×m2 (Γ) =

(
1

2π

∫ 2π

0

tr
(
P ∗(eiω)P (eiω)

)
dω

) 1
2

. (2.3)

Обозначим через H2
p×m подпространство пространства Lp×m2 (Γ), которое

состоит из всех рациональных передаточных функций, аналитических вне еди-

ничного круга. H2 норма передаточной функции P (z) ∈ H2
p×m будет опреде-

ляться как

‖P‖2 =

(
1

2π

∫ 2π

0

tr
(
P ∗(eiω)P (eiω)

)
dω

) 1
2

=

(
1

2π

∫ 2π

0

‖P (eiω)‖2dω

) 1
2

.

Если P (z) строго правильная, и конечные обобщенные собственные числа мат-

ричного пучка (λE − A) лежат внутри единичного круга, то P (z) ∈ H2
p×m.

С другой стороны, если P (z) ∈ H2
p×m, то P (z) строго правильная, но конеч-

ные обобщенные собственные числа матричного пучка (λE−A) необязательно

лежат внутри единичного круга.

Напомним, что рациональная передаточная функция называется правиль-

ной, если степень числителя не превосходит степени знаменателя, а строго пра-

вильной, если степень числителя строго меньше степени знаменателя.

Алгоритм вычисленияH2 нормы дескрипторной системы достаточно трудо-

емкий, так как он связан с вычислением по отдельности причинного и непричин-
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ного грамианов управляемости (наблюдаемости). Для вычисления H2 нормы

дескрипторной системы необходимо решить обобщенное проекционное уравне-

ние Ляпунова относительно грамиана управляемости (наблюдаемости) [247]:

AGdcA
T − EGdcE

T = −PlBBTPT
l + (I − Pl)BBT (I − Pl)T ,

Gdc = (I − Pr)Gdc(I − Pr)T
(2.4)

или

ATGdoA− ETGdoE = −PT
r C

TCPr + (I − Pr)TCTC(I − Pr),

Gdo = (I − Pl)TGdo(I − Pl),
(2.5)

где

Pr = V
−1

 Inf 0

0 0

V , Pl = W

 Inf 0

0 0

W−1 (2.6)

— спектральные проекции матричного пучка (λE − A) на левое и правое кор-

невые подпространства, а матрицы W и V определяются выражениями (1.7).

Тогда H2 норма дескрипторной системы может быть вычислена как ‖P‖2
2 =

tr(BTGdoB) = tr(CGdcC
T ).

Однако если система (2.1)–(2.2) является допустимой, то алгоритм вычис-

ления H2 может быть упрощен. Методика состоит из следующих шагов:

1. Вычисляются матрицы W1 и V1, с помощью которых исходная система

преобразуется во вторую эквивалентную форму (1.13)–(1.16), где

W1AV1 =

 A11 A12

A21 A22

 .
2. Вычисляются матрицы W2 и V2 по следующим формулам:

W2 =

 Ir −A12A
−1
22

0 In−r

 , V2 =

 Ir 0

−A−1
22 A21 A−1

22

 .
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3. Определяются матрицы W = W1W2 и V = V1V2. Матрицы W и V преоб-

разуют исходную систему в первую эквивалентную форму

WEV = diag(Ir, 0), WAV = diag(A1, In−r),

WB =

 B̄1

B̄2

 , CV =
[
C̄1 C̄2

]
,

Затем решается дискретное уравнение Ляпунова

AT
1 GcoA1 −Gco = −C̄T

1 C̄1. (2.7)

Наконец, H2 норма системы вычисляется по формуле

‖P‖2 =

√
tr
(
B̄T

1 GcoB̄1 + (D − C̄2B̄2)T (D − C̄2B̄2)
)
.

Данная методика легко алгоритмизуется, так как использует известные ме-

тоды линейной алгебры. Рассмотрим работу алгоритма на следующем примере.

Пример 2.1. Пусть матрицы системы равны:

E =


3 0 2 −5

0 3 −2 2

2 2 0 −2

2 −4 4 −6

 , A =


0.7 −3.25 −0.7 0

1.8 0.4 −6.4 2.6

1 −1.9 −5.4 2.4

−0.6 −2.7 5.4 −2.8

 ,

B =


2.1 −0.8

0.2 1

1.5 1.3

0 2

 , C =
[

1.5 0 −2 1
]
, D =

[
1 1

]
.

Матрицы W и V можно найти в виде:

W =


1 0 2.2847 −2.1209

0 1 1.4593 5.2108

0 0 1 0

0 0 0 1

 , W =


1 0 0 0

0 1 0 0

−0.1713 −0.2585 −3.2481 0.6194

−0.1705 −0.0758 −1.7412 1.1245

 ,
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Система преобразуется в первую эквивалентную форму как

A1 =

 0.2371 −0.8616

−0.0031 −0.5371

 , WB =

 B̄1

B̄2

 =


−0.4428 −6.0760

−5.6722 12.7570

−0.2187 0.0877

−0.6087 2.4927

 ,

CV =
[
C̄1 C̄2

]
=
[

0.1568 0.1570 3.0786 0.5697
]
.

Решение Gco уравнения (2.7) имеет вид:

Gco =

 0.0260 0.0173

0.0173 0.0843

 .
Наконец, получаем, что ‖P‖2 = 4.4.

Lp×m∞ и H∞ нормы

Пусть Lp×m∞ (Γ) — пространство матричных функций вида P : Γ → Cp×m,

которые существенно ограничены на Γ. Пространством H∞ p×m обозначим под-

пространство пространства Lp×m∞ (Γ), которое состоит из рациональных переда-

точных функций, аналитических вне замкнутого единичного круга. H∞ норма

передаточной функции P (z) ∈ H∞ p×m определяется по формуле

‖P‖∞ = sup
ω∈[0,2π]

σ
(
P (eiω)

)
= sup

ω∈[0,2π]

‖P (eiω)‖2.

Вычисление H∞ нормы допустимой системы

Условия теоремы 1.2 можно использовать для вычисления H∞ нормы до-

пустимой системы. Вводя обозначение ξ = γ2, проблема вычисления H∞ нормы

может быть сформулирована как задача выпуклой оптимизации вида:

ξ∗ = min ξ

на множестве переменных

{ξ, R̃},
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удовлетворяющих неравенствам (1.45)–(1.46). Если минимум ξ∗ найден, то

H∞ норма системы P может быть найдена как

‖P‖∞ ≈
√
ξ∗. (2.8)

Пример 2.2. Вычислим H∞ норму для системы с параметрами, заданными

в примере 2.1 с использованием вышеописанной оптимизационной процедуры

на основе теоремы 1.2. Полученное значение H∞ нормы системы равно γ =

9.0478, а матрица R, имеет вид

R =


0.1120 −9.0655 5.1750 −5.6424

−9.0655 −12.2041 13.4356 −1.5472

5.1750 13.4356 11.4013 5.1043

−5.6424 −1.5472 5.1043 2.8984

 .

Анизотропийная норма

Рассмотрим допустимую дескрипторную систему P с реализацией в про-

странстве состояний:

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bw(k), (2.9)

y(k) = Cx(k) +Dw(k), (2.10)

где x(k) ∈ Rn — состояние системы, w(k) ∈ Rm — входное возмущение, y(k) ∈

Rp — измеряемый выход системы. Также предполагаем, что rank (E) = r 6 n.

W = {w(k)}k∈Z стационарная гауссовская последовательность, состоящая

из m-мерных случайных векторов с ограниченным уровнем средней анизотро-

пии A(W ) 6 a (a > 0) и нулевым математическим ожиданием.

Определение анизотропийной нормы дескрипторной системы в частотной

области аналогично определению 1.10. Напомним его.

Определение 2.1. Для заданной величины уровня средней анизотропии a > 0

анизотропийная норма системы P с реализацией в пространстве состоя-
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ний (2.9)–(2.10) определяется выражением

|||P |||a = sup
G∈Ga

‖PG‖2

‖G‖2
= sup

A(W )6a

π∫
−π

Tr
[
Λ(ω)Sw(ω)

]
dω

π∫
−π

TrSw(ω) dω

· (2.11)

Здесь Λ(ω) = P̂ ∗(ω)P̂ (ω), Sw(ω) = Ĝ(ω)Ĝ∗(ω), где (−π 6 ω 6 π), Ĝ(ω) =

liml→1G(leiω).

Ga — множество формирующих фильтров, определяемых выражением

Ga =
{
G ∈ H2

m×m : A(G) 6 a
}
.

Вычисление анизотропийной нормы допустимой системы

Пусть система P с реализацией в пространстве состояний (2.9)–(2.10) явля-

ется допустимой, то существуют такие невырожденные матрицы W̃ и Ṽ , что

W̃EṼ = diag(Ir, 0).

Таким образом, система (2.9)–(2.10) преобразуется во вторую эквивалентную

форму в виде:

x1(k + 1) = A11x1(k) + A12x2(k) +B1w(k), (2.12)

0 = A21x1(k) + A22x2(k) +B2w(k), (2.13)

y(k) = C1x1(k) + C2x2(k) +Dw(k), (2.14)

где матрица A22 в выражении (2.13) является невырожденной. Матрицы W̃ и

Ṽ могут быть найдены из сингулярной декомпозиции (1.17) and (1.18). Невы-

рожденность матрицы A22 позволяет явно выразить вектор x2(k) из уравне-

ния (2.13) как

x2(k) = −A−1
22 (A21x1(k) +B2w(k)). (2.15)

Подстановка (2.15) в выражения (2.12) и (2.14) приводит к выражению

x1(k + 1) = Ãx1(k) + B̃w(k), (2.16)

y(k) = C̃x1(k) + D̃w(k) (2.17)
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где
Ã = A11 − A12A

−1
22 A21, B̃ = B1 − A12A

−1
22 B2,

C̃ = C1 − C2A
−1
22 A21, D̃ = D − C2A

−1
22 B2.

(2.18)

Полученная система (2.16)–(2.17) эквивалента исходной дескрипторной системе

(2.9)–(2.10) в смысле вход-выходного соотношения. Вектор x1(k) имеет мень-

шую размерность и представляет собой состояние обыкновенной системы.

Сформулируем теорему, позволяющую точно вычислить анизотропийную

норму допустимой дескрипторной системы.

Теорема 2.1. [61] Пусть система P с реализацией в пространстве состо-

яний (2.9)–(2.10) является допустимой. Тогда ее анизотропийная норма сов-

падает с анизотропийной нормой обыкновенной системы с реализацией в про-

странстве состояний (2.16)–(2.17) и рассчитывается по формуле

|||P |||a =

(
1

q

(
1− m

tr(LΠLT + Σ)

))1/2

,

где q ∈ [0, ‖P‖−2
∞ ), а матрицы Π, L и Σ находятся из решения системы урав-

нений, которые включают в себя:

алгебраическое уравнение Риккати:

R = ÃTRÃ+ qC̃T C̃ + LT Σ−1L,

L = Σ(B̃TRÃ+ qD̃T C̃),

Σ = (Im − B̃TRB̃ − qD̃T D̃)−1

уравнение Ляпунова:

Π = (Ã+ B̃L)Π(Ã+ B̃L)T + B̃ΣB̃T ,

уравнение специального вида:

a = −1

2
ln det

(
mΣ

tr(LΠLT + Σ)

)
.

Матрицы Ã, B̃, C̃, D̃ определяются из соотношений (2.18).
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Заметим, что при вычислении анизотропийной нормы системы использует-

ся понятие наихудшего формирующего фильтра — факторизации спектральной

плотности входного возмущения W , на котором достигает супремум соотноше-

ния (2.11). Параметры наихудшего формирующего фильтра могут быть найде-

ны из следующего соотношения

G =

 Ã+ B̃L B̃Σ1/2

L Σ1/2

 .
Пример 2.3. Вычислим анизотропийную норму системы, приведенной в при-

мере 2.1.

Для данной системы имеем: rank (E) = 2. Для преобразования исходной

системы во вторую эквивалентную форму можно выбрать матрицы

W̃ =


−0.5228 0.3220 −0.1338 −0.7779

−0.5233 −0.4659 −0.6595 0.2723

0.1736 0.7599 −0.5536 0.2932

−0.6501 0.3190 0.4906 0.4846

 ,

Ṽ =


−0.0292 −0.1028 −0.7935 0.1742

0.0328 −0.1669 0.4113 0.2662

−0.0413 0.0427 0.2347 0.8396

0.0705 0.0601 −0.3822 0.4403

 ,
которые преобразуют матрицу E к представлению

W̃EṼ =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .
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Матрица A перепишется в виде:

W̃AṼ =

 A11 A12

A21 A22

 =


0.5249 −0.8132 −0.4367 2.1266

−0.4712 0.0136 4.1626 −6.9268

−0.0338 −0.0947 −0.4369 0.2406

0.0993 −0.0792 −0.6765 1.2619

.

Легко проверить, что матрица A22 является невырожденной, поэтому си-

стема причинная. Спектральный радиус матрицы Ã = A11−A12A
−1
22 A21 равен

ρ(Ã) = 0.5405 < 1. Таким образом, система является допустимой и может

быть преобразована к обыкновенной эквивалентной системе пониженной раз-

мерности с параметрами

Ã =

 0.2371 −0.8616

−0.0031 −0.5371

 , B̃ =

 −0.4428 −6.0760

−5.6722 12.7570

 ,
C̃ =

[
0.1568 0.1570

]
, D̃ =

[
2.0200 −0.6900

]
,

W̃B =

 B1

B2

 =


−1.2341 −0.9895

−2.1814 −0.3600

−0.2187 0.0877

−0.6087 2.4927

 ,

CṼ =
[
C1 C2

]
=
[

0.1094 −0.1795 −1.7304 1.4597
]
.

Далее применяем теорему 2.1 для вычисления анизотропийной нормы |||P |||a
исходной системы при разных уровнях средней анизотропии a. Результаты

вычисления анизотропийной нормы представлены в виде графика зависимо-

сти значения нормы от уровня средней анизотропии a на рис. 2.1. Для слу-

чая, когда a = 0 значение анизотропийной нормы равно

|||P |||a = 3.1112 =
4.4√

2
=
‖P‖2√

2
.
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Рис. 2.1. Зависимость анизотропийной нормы системы P от уровня средней

анизотропии a входного возмущения.

Следует отметить также, что рассмотренные выше H2 , H∞ и анизотропий-

ные нормы являются конечными и для непричинных дескрипторных систем.

Так, задача вычисления H2 нормы устойчивой непричинной системы сводится

к решению проекционных обобщенных уравнений Ляпунова для поиска при-

чинного и непричинного грамианов управляемости (наблюдаемости). Насколь-

ко известно автору диссертации, задача вычисления H∞ непричинной устойчи-

вой системы имеет решение только в частотной области [143]. Предлагаемый

некоторыми исследователями подход с умножением матричной передаточной

функции непричинной дескрипторной системы на z−h, где h — индекс неразре-

шенности системы, хотя и сохраняет величиныH2 ,H∞ и анизотропийных норм

системы, но нарушает эквивалентность операторов систем при переходе из ча-

стотной области во временную. Этот факт в дальнейшем делает невозможным

применение существующих для обыкновенных систем методов синтеза анизо-

тропийных регуляторов, так как эти задачи в настоящее время решены только
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во временной области. Именно этот факт служит основной мотивацией для

разработки новых методов анизотропийного анализа дескрипторных систем.

2.2. Общая постановка задачи анизотропийного анализа

Рассмотренный выше алгоритм вычисления анизотропийной нормы являет-

ся удобным только в том случае, если известно, что исследуемая система яв-

ляется допустимой. На практике предпочтительным является одновременная

проверка допустимости системы и вычисление или оценка ее анизотропийной

нормы. Более того, предложенный алгоритм содержит матричные преобразо-

вания, которые не могут быть выполнены при решении задачи синтеза ани-

зотропийных регуляторов. Исходя из вышесказанного, естественным образом

возникает задача поиска таких условий, которые одновременно могут сказать,

допустима ли система и удовлетворяет ли она заданным ограничениям на ани-

зотропийную норму. Ниже мы приведем такие результаты с использованием

двух подходов: техники, основанной на решении обобщенного алгебраического

уравнения Риккати, и техники, основанной на выпуклой оптимизации и мат-

ричных неравенствах. Рассмотрим общую постановку задачи.

Пусть дескрипторная система задана в виде:

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bw(k), (2.19)

y(k) = Cx(k) +Dw(k), (2.20)

где x(k) ∈ Rn — вектор состояния системы, w(k) ∈ Rm — случайная стацио-

нарная последовательность с ограниченной средней анизотропией A(W ) 6 a

(a > 0), y(k) ∈ Rp — измеряемый выход, E, A, B, C и D — известные действи-

тельные матрицы соответствующих размерностей. Матрица E предполагается

вырожденной, т.е. rank (E) = r < n.

Здесь и далее в главе будем предполагать, что выполнено следующее ран-
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говое ограничение для системы (2.19):

rank
[
E B

]
= rank (E). (2.21)

Система (2.19)–(2.20) ассоциируется с передаточной функцией, определяемой

по формуле

P (z) = C(zE − A)−1B +D.

Также для удобства будем использовать следующее обозначение:

P =

E, A B

C D

 .
Задача 2.1. Входная последовательность W — стационарная гауссовская

случайная последовательность с ограниченным уровнем средней анизотропии

A(W ) 6 a. Предполагается, что известны скалярные величины a > 0 и γ > 0.

Требуется проверить, является ли система (2.19)–(2.20) допустимой и вы-

полнено ли неравенство |||P |||a 6 γ.

2.3. Анизотропийный анализ на основе Риккати подхода

Прежде чем представить результаты по анизотропийному анализу дескрип-

торных систем с использованием Риккати подхода, необходимо получить до-

полнительные условия, определяющие систему полного пропускания. Система

с передаточной функцией P (z) называется системой полного пропускания, если

P ∗P = Im на единичной окружности, т.е. при |z| = 1 [261].

Лемма 1.1 определяет необходимые и достаточные условия, при выполнении

которых обыкновенная система F(z) является взвешенной системой полного

пропускания. Обобщим это понятие на класс дескрипторных систем.

Рассмотрим дескрипторную систему P :

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bw(k) (2.22)

y(k) = Cx(k) +Dw(k). (2.23)
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Предположим, что выполнены следующие ранговые условия:

rank (E) = rank [ E B ] = rank [ ET CT ]. (2.24)

Лемма 2.1. Допустимая система (2.22)–(2.23) является системой полного

пропускания, если существует матрица R̃ = R̃T , удовлетворяющая условию

ET R̃E > 0 и являющаяся решением следующей системы уравнений:

BT R̃B +DTD = I, (2.25)

BT R̃A+DTC = 0, (2.26)

AT R̃A+ CTC − ET R̃E = 0. (2.27)

Доказательство. Для допустимой дескрипторной системы всегда существу-

ют такие две матрицы W и V , которые преобразуют систему (2.22)–(2.23) в

эквивалентную форму

CV =
[
C1 C2

]
, WEV =

 Ir 0

0 0

 , WAV =

 A1 0

0 In−r

 , WB =

 B1

B2

 .
Здесь r = rank (E), x(k) ∈ Rn. Ранговое ограничение (2.24) эквивалентно сле-

дующему

rank
(
WEV

)
= rank [ WEV WB ] = rank [ WEV V

T
CT ].

Это означает, что

rank

 I 0

0 0

 = rank

 I 0 B1

0 0 B2

 = rank

 I 0 CT
1

0 0 CT
2

 ,
следовательно,

B2 = 0, C2 = 0. (2.28)

Представим матрицу R̃ в следующем виде:

R̃ = W
T
RW = W

T

 R11 R12

R21 R22

W. (2.29)
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Подставим R̃ из выражения (2.29) в (2.27), получим

ATW
T
RWA+ CTC − ETW

T
RWE = 0. (2.30)

Умножая слева и справа на невырожденные матрицы V
T и V соответственно,

имеем

V
T
ATW

T
RWAV + V

T
CTCV − V T

ETW
T
RWEV = 0. (2.31)

Выражение (2.31) может быть переписано в виде AT
1 0

0 I

 R11 R12

R21 R22

 A1 0

0 I

+

 CT
1

CT
2

[ C1 C2

]
−

−

 I 0

0 0

 R11 R12

R21 R22

 I 0

0 0

 = 0,

(2.32)

или  AT
1 R11A1 AT

1 R12

R21A1 R22

+

 CT
1 C1 CT

1 C2

CT
2 C1 CT

2 C2

−
 R11 0

0 0

 = 0. (2.33)

Из этого следует, что

AT
1 R11A1 + CT

1 C1 −R11 = 0, AT
1 R12 + CT

1 C2 = 0,

R21A1 + CT
2 C1 = 0, R22 + CT

2 C2 = 0. (2.34)

Теперь рассмотрим выражение (2.26): BTW
T
RWA+DTC = 0.Умножая спра-

ва на V , получаем

BT
1 R11A1 +DTC1 = 0, (2.35)

BT
1 R12 +DTC2 = 0. (2.36)

Используя аналогичные преобразования для (2.25), имеем

BT
1 R11B1 +BT

1 R12B2 +BT
2 R22B2 +DTD = I. (2.37)
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Учитывая условия (2.28), выражения (2.34)–(2.37) эквивалентны следую-

щим:

AT
1 R11A1 + CT

1 C1 −R11 = 0, (2.38)

BT
1 R11A1 +DTC1 = 0, (2.39)

BT
1 R11B1 +DTD = I. (2.40)

Таким образом, мы показали, что исходная дескрипторная система эквивалента

обыкновенной системе с параметрами

x1(k + 1) = A1x1(k) +B1u(k),

y(k) = C1x1(k) +Du(k),

для которой условия (2.34), (2.35), (2.37) совпадают с аналогичными условиями

леммы 1.1 в случае, если Ψ = Ip и Ψ = Im. Таким образом, система (2.22)–

(2.23), удовлетворяющая ранговому ограничению (2.24) и уравнениям (2.25)–

(2.27), является системой полного пропускания.

Сформулируем анизотропийную частотную теорему на основе уравнения

Риккати.

Теорема 2.2. Пусть P ∈ H∞ p×m — допустимая система с представлением

в пространстве состояний (2.19)–(2.20). Для заданных скалярных величин

a > 0 и γ > 0 анизотропийная норма системы ограничена сверху числом γ,

т.е. |||P |||a 6 γ, тогда и только тогда, когда существует такое число q ∈

[0,min(γ−2, ‖P‖−2
∞ )), для которого справедливо неравенство

− 1

2
ln det

(
(1− qγ2)Σ

)
> a, (2.41)

где матрица Σ связана со стабилизирующим1 решением R̂ = R̂T обобщенного
1Стабилизирующим решением обобщенного алгебраического уравнения Риккати (2.42) будем называть

матрицу R̂, для которой пара (E, A+BL) является допустимой.
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алгебраического уравнения Риккати

ET R̂E = AT R̂A+ qCTC + LT Σ−1L, (2.42)

L = Σ(BT R̂A+ qDTC), (2.43)

Σ = (Im −BT R̂B − qDTD)−1, (2.44)

с дополнительным условием

ET R̂E > 0.

Доказательство. Отношение мощностных норм ‖PG‖2/‖G‖2 в правой части

выражения (2.11) и анизотропийный функционал A(G), определяемый выра-

жением (1.35), являются инвариантными по отношению к умножению на орто-

гональные матрицы и действительное ненулевое число формирующего фильтра

G. Для заданной системы P они полностью определяются нормированной спек-

тральной плотностью [174]:

Π(ω) =
mS(ω)

‖G‖2
2

=
2πmS(ω)
π∫
−π

trS(v)dv

, (2.45)

тогда

A(G) = α(Π) = − 1

4π

π∫
−π

ln det Π(ω)dω, (2.46)

и
‖PG‖2

2

‖G‖2
2

= ν(Π) =
1

2πm

π∫
−π

tr(Λ(ω)Π(ω))dω. (2.47)

Функция Π(ω), определенная на полуинтервале [−π, π), принимает значения из

множества положительно определенных эрмитовых матриц размерности m×m

и удовлетворяют условию
π∫

−π

tr Π(ω)dω = 2πm.

Зададим функцию Λ(ω) в следующем виде:

Λ(ω) = P̂ ∗(ω)P̂ (ω). (2.48)
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Отметим также, что функционал ν(Π) является линейным по переменной

Π(ω), а α(Π) строго выпуклый по Π(ω). Строгая выпуклость функционала α

следует из строгой выпуклости функции ln det(·), рассматриваемой на выпук-

лом конусе положительно определенных матриц [30]. Также строгая выпук-

лость α(Π) может быть получена прямым вычислением второй вариации:

δ2α(Π) =
1

4π

π∫
−π

tr(Π−1(ω)δΠ(ω)Π−1(ω)δΠ(ω))dω =

=
1

4π

π∫
−π

‖Π−1/2(ω)δΠ(ω)Π−1/2(ω)‖2
Fdω, (2.49)

где δΠ(ω) — вариация Π, а ‖M‖F = (tr(M ∗M))1/2 означает фробениусову норму

матрицы. В выражении (2.49) было использовано выражение для вычисления

первой вариации обратной невырожденной матрицы

δ(Ξ−1) = −Ξ−1(δΞ)Ξ−1,

а также свойство следа матрицы

ln det Ξ = tr ln Ξ.

Таким образом, минимальное значение средней анизотропии входного воз-

мущения W , которое необходимо, чтобы достичь величины γ > 0 определяется

выражением

min
ν(Π)>γ

α(Π) = − 1

4π
max
ν(Π)>γ2

π∫
−π

ln det Π(ω)dω. (2.50)

Используя метод множителей Лагранжа, можно показать, что первый ми-

нимум в выражении (2.50) достигается при спектральной плотности, пропорци-

ональной

Sq(ω) = (Im − qΛ(ω))−1, (2.51)

где q — вспомогательная переменная, находящаяся в диапазоне 0 6 q < ‖P‖−2
∞ .
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Введем функции

A(q) = α(Πq), N (q) =
√
ν(Πq), (2.52)

которые определяются функционалами α(Π) и ν(Π) из выражений (2.46) и

(2.47) на нормированной спектральной плотности

Πq(ω) =
2πmSq(ω)
π∫
−π

trSq(v)dv

, (2.53)

полученной подстановкой (2.51) в выражение (2.45). Исключим из рассмот-

рения тривиальный случай, когда функция Λ в выражении (2.48) является

постоянной матрицей. Тогда обе функции A(q) и N (q) являются строго воз-

растающими по параметру q (см. [119, 267]). Этот факт позволяет вычислить

минимальное значение средней анизотропии в выражении (2.50) по формуле

A(N−1(γ)), где N−1(γ) обозначает обратную функцию для N (q). Следователь-

но, неравенство ‖|P‖|a 6 γ эквивалентно неравенству A(N−1(γ)) > a. Таким

образом, из выражения (2.51) следует, что Λ(ω) = (Im − Sq(ω)−1)/q и

1

2πm

π∫
−π

tr (Λ(ω)Sq(ω)) dω =
1

q

 1

2πm

π∫
−π

trSq(ω)dω − 1

 ,

что совместно с определение функции N (q) через (2.47), (2.52) и (2.53) дает

нам
1

2πm

π∫
−π

trSq(ω)dω =
1

1− qN 2(q)
. (2.54)

Подставляя (2.46), (2.53) и (2.54) в выражение (2.52), получаем функцию

A(q) в форме

A(q) = A (q,N (q)) , (2.55)

где

A(q, γ) = − 1

4π

π∫
−π

ln detSq(ω)dω − m

2
ln(1− qγ2). (2.56)
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Так как функция − ln(1−qγ2) монотонно возрастает по γ ∈ [0, 1/
√
q), то это

же справедливо и для функции A(q, γ). Следует отметить также, что функция

A(q, γ) достигает своего максимального значения по q в точке q = N−1(γ), где

согласно выражению (2.55), она совпадает с функцией A(q):

max
06q<‖P‖−2∞

A(q, γ) = A(N−1(γ), γ) = A(N−1(γ)). (2.57)

Важность этого свойства при доказательстве критерия ограниченности

анизотропийной нормы системы, т.е. |||P |||a 6 γ, объясняется тем, что из

выражения (2.57) следует эквивалентность между выполнением неравенства

A(N−1(γ)) > a и существованием параметра q ∈ [0, ‖P‖−2
∞ ), удовлетворя-

ющего неравенству A(q, γ) > a. Следовательно, |||P |||a 6 γ, если A(q, γ) >

a для некоторого q ∈ [0, ‖P‖−2
∞ ).

Свойство (2.57) проверяется с помощью дифференцирования функции

A(q, γ) из выражения (2.56) по переменной q:

∂A(q, γ)

∂q
=

1

4π

∫ π

−π

∂ ln det(Im − qΛ(ω))

∂q
dω +

mγ2

2(1− qγ2)
=

− 1

4π

∫ π

−π
tr (Λ(ω)Sq(ω)) dω +

mγ2

2(1− qγ2)
= − mN 2(q)

2(1− qN 2(q))
+

mγ2

2(1− qγ2)
=

=
m(γ2 −N 2(q))

2(1− qγ2)(1− qN 2(q))
. (2.58)

Функция N (q) является строго монотонной, а из представления (2.58) следу-

ет, что ∂A(q,γ)
∂q является положительной при q < N−1(γ) и отрицательной при

q > N−1(γ). Теперь необходимо представить неравенство A(q, γ) > a для функ-

ции (2.56) во временной области для системы P . Напомним, что выражение

(2.51) описывает множество наихудших спектральных плотностей входного воз-

мущения W для допустимых значений переменной q. Так как вспомогательная

переменная q предполагается фиксированной для оставшейся части доказатель-

ства, введем следующее обозначение

S?(ω) = (Im − q?Λ(ω))−1, (2.59)
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где q? = A−1(a).

Приведенная выше часть доказательства аналогично доказательству, пред-

ставленному в [174], так как в частотной области представление допустимых

дескрипторных систем с учетом рангового ограничения (2.21) совпадает с пред-

ставлением обыкновенных систем.

Теперь получим реализацию в пространстве состояний для наихудшего вход-

ного возмущения W? со спектральной плотностью S?, которая генерируется из

гауссовского белого шума с нулевым средним и единичной ковариационной мат-

рицей. Учитывая обозначение (2.48), выражение (2.59) можно записать в виде

Θ̂∗(ω)Θ̂(ω) = Im, −π 6 ω < π, (2.60)

где Θ̂ =

 √q?P̂ (ω)

Ĝ−1
? (ω)

 .
Здесь Ĝ? — передаточная функция формирующего фильтра для сигналаW ,

которая согласно [119], определяет наихудшую спектральную плотность (2.59)

в виде S? = Ĝ?Ĝ
∗
?. Условие (2.60) означает, что система Θ̂ является системой

полного пропускания.

Будем искать наихудшее возмущение в видеW? = G?V , где V — гауссовский

белый шум. Пусть

w?(k) = Lx(k) + Σ1/2v(k). (2.61)

Здесь L ∈ Rm×n — постоянная матрица, для которой пара (E,A + BL) явля-

ется допустимой, а Σ ∈ Rm×m — положительно определенная матрица. Тогда

представление в пространстве состояний для формирующего фильтра G? будет

иметь вид:

G? =

E, A+BL BΣ1/2

L Σ1/2

 .
Предположим также, что фильтр G? является обратимым, т.е. возможно фор-

мально выразить значение входной переменной v(k) через выходную перемен-

ную w(k) и параметры фильтра. Тогда обратный фильтр будет иметь следую-
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щие параметры

G−1
? =

E, A B

−Σ−1/2L Σ−1/2

 .
Тогда окончательное представление в пространстве состояний для системы Θ

определяется выражением:

Θ =

E,
A B

q1/2C q1/2D

−Σ−1/2L Σ−1/2

 .
Согласно лемме 2.1, можно найти такую матрицу R̂ = R̂T , удовлетворяю-

щую условию ET R̂E > 0, для которой справедливо

BT R̂B +
[
q1/2DT (Σ−1/2)T

] q1/2D

Σ−1/2

 = Im, (2.62)

BT R̂A+
[
q1/2DT (Σ−1/2)T

] q1/2C

−Σ−1/2L

 = 0, (2.63)

AT R̂A+
[
q1/2CT −LT (Σ−1/2)T

] q1/2C

−Σ−1/2L

− ET R̂E = 0. (2.64)

Так как Σ — положительно определенная матрица, то из уравнений (2.62)

и (2.63) имеем:

Σ = (Im −BT R̂B − qDTD)−1, (2.65)

L = Σ(BT R̂A+ qDTC). (2.66)

Эти выражения совпадают с выражениями (2.43) и (2.44). Уравнение (2.64)

можно переписать в виде:

ET R̂E = AT R̂A+ qCTC + LT Σ−1L. (2.67)

Так как наихудшее входное возмущение описывается выражением (2.61), где

{vk}k∈Z — гауссовский белый шум с нулевым средним и единичной ковариаци-

онной матрицей, то ошибка предсказания (1.33) равна w̃(0) = Σ1/2v(0), и, следо-

вательно, cov(w̃(0)) = Σ. Таким образом, с учетом формулы Колмогорова-Сеге
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(1.34), имеем

1

2π

π∫
−π

ln detS?(ω)dω = ln det Σ.

Учитывая последнее выражение, из (2.56) получаем

A(q, γ) = −1

2
ln det

(
(1− qγ2)Σ

)
.

Таким образом, условие A(q, γ) > a эквивалентно неравенству (2.41) для

матрицы Σ, связанной с обобщенным алгебраическим уравнением Риккати

(2.42)–(2.44). Это завершает доказательство.

Рассмотрим применение теоремы 2.2 к оценке анизотропийной нормы де-

скрипторной системы на численном примере.

Пример 2.4. Рассмотрим систему (2.19)–(2.20) со следующими параметра-

ми:

E =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , A =


0.3500 1.0000 −0.7800

0.6300 −0.1100 0.9700

0.6177 0.8038 0.7851

 , B =


−0.3

0.1

0

 ,
C =

[
0.70 2.00 −1.56

]
, D = [0.6] .

Система является допустимой, обобщенный спектральный радиус ρ(E,A) =

0.9799, ранговое ограничение (2.21) также выполнено. H∞ норма передаточ-

ной функции ‖P‖∞ равна 6.8364.

Чтобы удовлетворять условиям теоремы для заданных a и γ, параметр

q должен принадлежать интервалу q ∈
[
0,min(γ−2, ‖P‖−2

∞ )
)

где ‖P‖−2
∞ =

0.0214. Также необходимо выполнение условия ET R̂E > 0 для матрицы R̂.

Проверим выполнение условий теоремы для разных значений γ. Анизотро-

пийная норма системы при a = 0.1 равна |||P |||a = 3.1537. В таблице 2.1

представлены результаты проверки условий теоремы 2.2 при различных зна-

чениях γ.
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Таблица 2.1. Проверка выполнения условий теоремы 2.2 при a = 0.1

γ 3.170 3.160 3.150

[0,min(γ−2, ‖P‖−2
∞ )) [0, 0.0214)

q 0.0209 0.0213 -0.0001i+0.0214

ET R̂E


0.2508 0.4703 0

0.4703 3.3776 0

0 0 0



0.2538 0.4818 0

0.4818 3.5087 0

0 0 0



−0.0018i + 0.2577 −0.0123i + 0.4993 0

−0.0123i + 0.4993 −0.1636i + 3.7194 0

0 0 0



Численные эксперименты показывают, что для величины γ > |||P |||a все

условия теоремы 2.2 выполнены. В случае, если γ < |||P |||a, то для данно-

го примера нарушаются условия не только на принадлежность скалярного

параметра q заданному интервалу, но также и на неотрицательную опреде-

ленность матрицы ET R̂E.

Теорема 2.2 может быть также использована для вычисления анизотропий-

ной нормы дескрипторной системы с наперед заданной точностью εmin. Мето-

дика вычисления состоит в итерационном уточнении пороговой величины γ,

при которой условия теоремы выполнены. В качестве начального приближения

можно использовать значение H∞ нормы дескрипторной системы. Блок-схема

алгоритма приведена на рис. 2.2.

Теорема 2.2 является важной фундаментальной теоремой, так как устанав-

ливает связь между оценкой величины анизотропийной нормы допустимой де-

скрипторной системы и ее представлением в пространстве состояний без допол-

нительных преобразований к эквивалентной обыкновенной системе. Этот факт

поможет в дальнейшем ставить и решать задачи синтеза в том числе и для

непричинных систем.
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Рис. 2.2. Блок-схема для вычисления анизотропийной нормы системы на

основе решения обобщенного алгебраического уравнения Риккати.
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2.4. Анизотропийный анализ дескрипторных систем на

основе выпуклой оптимизации

Рассмотрим методы анизотропийного анализа дескрипторных систем на ос-

нове методов выпуклой оптимизации. Прежде чем сформулировать анизотро-

пийную частотную теорему для дескрипторных систем, предположим, что вме-

сте с (2.21) выполняется следующее условие

rank

 A− λE B

C D

 = n+m. (2.68)

Теорема 2.3. Пусть W = {w(k)}k∈Z — стационарная случайная гауссовская

последовательность, средняя анизотропия которой не превосходит заданного

числа, т.е. A(W ) 6 a, где a > 0. Система P с реализацией в пространстве

состояний (2.19)–(2.20) является допустимой, а ее анизотропийная норма

ограничена положительным числом γ > 0, т.е.

|||P |||a < γ,

если существует такой скалярный параметр q ∈
[
0,min(γ−2, ‖P‖∞)

)
и сим-

метрическая матрица R, которые удовлетворяют неравенствам

ERET > 0,

− (det(Im −BTRB − qDTD))1/m < −(1− qγ2)e2a/m, (2.69)

 ATRA− ETRE ATRB

BTRA BTRB − Im

+ q

 CT

DT

[ C D
]
< 0. (2.70)

Доказательство. Аналогично теореме 2.2 будем использовать следующие

обозначения

Σ = (Im −BTRB − qDTD)−1 и L = Σ(BTRA+ qDTC).
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Воспользуемся свойствами логарифма и преобразуем неравенство (2.41). По-

лучим

− ln det((1− qγ2)Σ) > 2a,

− ln det Σ− ln det(Im(1− qγ2)) > 2a,

тогда

− ln det Σ > m ln(1− qγ2) + 2a,

−1/m ln det Σ > ln
(
e2a/m(1− qγ2)

)
,

(det Σ)−1/m > (1− qγ2)e2a/m.

Умножая слева и справа на (−1), окончательно имеем

−(det Σ)−1/m < −(1− qγ2)e2a/m.

Покажем теперь, что из выполнения условий теоремы 2.3 также выполняют-

ся условия теоремы 2.2. Рассмотрим неравенство (2.70). Раскрывая скобки, блок

(2,2) в этом неравенстве можно записать в виде: Σ = (Im −BTRB − qDTD)−1

или Σ = q(q−1Im−q−1BTRB−DTD)−1. Учитывая, что q ∈
[
0,min(γ−2, ‖P‖∞)

)
,

получаем, что Σ > 0. Используя дополнение по Шуру, неравенство (2.70) может

быть переписано в следующем виде:

ATRA− ETRE + qCTC+

+ (ARBT + qCTD)(Im −BTRB − qDTD)−1(BRAT + qDTC) < 0 (2.71)

или с учетом используемых обозначений

ATRA− ETRE + qCTC + LT Σ−1L < 0, (2.72)

Тогда существует такая матрица Ξ > 0, для которой справедливо равенство

ATRA− ETRE + qCTC + LT Σ−1L+ Ξ = 0. (2.73)

Заметим также, что матрица qCTC+LT Σ−1L является положительно опре-

деленной. Следовательно, система является допустимой [248].
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Зафиксируем параметр q?, который удовлетворяет неравенствам (2.69)–

(2.70). Так как справедливо неравенство (2.72), то существует такая матрица

R? для которой выполняется равенство

ATR?A−ETR?E + q?C
TC + (AR?B

T + q?C
TD)(Im −BTR?B − q?DTD)−1×

× (BR?A
T + q?D

TC) = 0. (2.74)

Более того, согласно [279] выполняется неравенство R < R?. Таким обра-

зом, R? является допустимым решением обобщенного алгебраического уравне-

ния Риккати (2.74). Можно показать, что для фиксированного q? неравенство

(2.69) выполняется для R?. С учетом рангового условия (2.68), матрицы R и R?

являются стабилизирующими решениями обобщенных алгебраических уравне-

ний Риккати (2.73) и (2.74) соответственно [164]. Таким образом, существует

такая пара (q?, R?), которая является решением обобщенного алгебраическо-

го уравнения Риккати (2.42)–(2.44) при условии (2.41). Согласно теореме 2.2,

получаем, что |||P |||a < γ. Теорема доказана.

Следует заметить, что ограничение (2.41) также является выпуклым. По-

дробный анализ выпуклости можно найти в диссертации [31].

Замечание 2.1. Матричные неравенства (2.69) и (2.70) не могут быть

напрямую применены для вычисления минимального значения γ, потому что

содержат нелинейность в виде перемножения переменных q и γ2 в правой

части неравенства (2.69).

Преобразуем неравенства (2.69) и (2.70). Введем замену переменных η =

q−1, Φ = ηR и ξ = γ2. Умножая оба неравенства слева и справа на η а также

подставляя ξ вместо γ2, условия теоремы 2.3 могут быть переписаны в виде

η − (e−2a det(ηIm −BT ΦB −DTD))1/m < ξ, (2.75) AT ΦA− ET ΦE + CTC AT ΦB + CTD

BT ΦA+DTC BT ΦB +DTD − ηIm

 < 0, (2.76)
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ET ΦE > 0. (2.77)

Условия (2.75) и (2.76) являются линейными по ξ.

Они позволяют оценить минимальное значение γ с помощью решения

задачи выпуклой оптимизации вида ξ∗ = min ξ на множестве переменных

{Φ, η, ξ}, удовлетворяющих условиям (2.75)–(2.77). Если минимальное значе-

ние ξ∗ найдено, то анизотропийная норма системы P может быть оценена

как

|||P |||a ≈
√
ξ∗.

Замечание 2.2. Сделаем еще одно важное замечание. Для каждого допу-

стимого значения q стабилизирующее решение R уравнения Риккати (2.42)–

(2.44) единственно, так что существует вполне определенное отображение

q 7→ Rq [31]. Множество тех значений q, для которых пара (q, Rq) удовлетво-

ряет неравенству (2.41), образует интервал [q∗, q
∗], концевые точки которого

для заданной системы F являются функциями a и γ. Интервал становится

множеством, состоящим из единственного элемента q∗ = q∗ тогда и толь-

ко тогда, когда γ = |||P |||a. Таким образом, для случая a = 0 и выполнения

равенства |||P |||a = γ получаем, что q = 0 и результат замены η = q−1 не

определен. Учитывая, что неравенство (2.75) является строгим, для случая

a = 0 равенство |||P |||a = γ недостижимо. Откуда следует, что q 6= 0 и замена

η = q−1 является корректной для всех a > 0.

Предельные случаи анизотропийной частотной теоремы

Рассмотрим условия теоремы 2.3 для двух предельных случаев средней

анизотропии входной случайной последовательности. Так как масштабирован-

ная H2 и H∞ нормы являются предельными случаями анизотропийной нормы

для a = 0 и a → ∞ в частотной области, необходимо проверить, что неравен-

ства (2.69) и (2.70) могут удовлетворять критериям ограниченности масштаби-

рованной H2 нормы и H∞ нормы дескрипторной системы P . Проверим этот
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факт.

Докажем вспомогательный результат для вычисления H2 нормы дескрип-

торной системы.

Лемма 2.2. Пусть T — решение следующего обобщенного уравнения Ляпунова

ATTA− ETTE + CTC = 0 (2.78)

для системы с реализацией в пространстве состояний (2.19)–(2.20). Тогда

H2 системы (2.19)–(2.20) может быть вычислена по формуле

‖P‖2 =
√

tr(BTTB +DTD). (2.79)

Доказательство.

В [80] показано, что решение обобщенного проекционного уравнения Ляпу-

нова (2.4) совпадает с решением обобщенного уравнения Ляпунова (2.78), если

B1B
T
2 = 0.

Согласно ранговому ограничению (2.21) существует такая матрица W, что

WB =

 B1

B2

 =

 B1

0

 .
Откуда следует, что B2 = 0 и, следовательно, условие B1B

T
2 = 0 выполне-

но. Таким образом, решение обобщенного уравнения Ляпунова (2.78) определя-

ет грамиан наблюдаемости системы (2.19)–(2.20). Используя определение H2

дескрипторной системы, получаем (2.79).

Ниже рассмотрим два предельных случая средней анизотропии входной слу-

чайной последовательности, а именно a = 0 и a→∞.

1. Если a→ 0, то неравенство (2.75) эквивалентно следующему

η − (det(ηIm −BT ΦB −DTD))1/m < γ2. (2.80)
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Принимая во внимание отношение между арифметическим и геометриче-

ским средними [83], имеем

(det(ηIm −BT ΦB −DTD))1/m 6
1

m
tr(ηIm −BT ΦB −DTD)).

Из неравенства (2.80) следует, что

tr(BT ΦB +DTD) < mγ2. (2.81)

Можно проверить, что из выполнения неравенства (2.76), следует выпол-

нение неравенства

AT ΦA− ET ΦE + CTC < 0. (2.82)

Условия (2.81) и (2.82) с учетом (2.77) эквивалентны неравенству

1√
m
‖P‖2 < γ.

2. Если a → ∞, то η → γ2, и неравенство (2.75) становится недействитель-

ным. Для Φ̄ = γΦ можно заметить, что неравенство (2.76) эквивалент-

но (1.46). Таким образом, при a → ∞ условие |||P |||a < γ совпадает с

условиями частотной теоремы для H∞ нормы, т.е. ‖P‖∞ < γ.

Рассмотренные предельные случаи показывают, что анизотропийная частот-

ная теорема для дескрипторных систем в терминах матричных неравенств со-

гласуется с определением анизотропийной нормы в частотной области.

Пример 2.5. Пусть параметры системы имеют вид

E =


3 0 2 −5

0 3 −2 2

2 2 0 −2

2 −4 4 −6

 , A =


0.7 −3.25 −0.7 0

1.8 0.4 −6.4 2.6

1 −1.9 −5.4 2.4

−0.6 −2.7 5.4 −2.8

 ,
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Рис. 2.3. Анизотропийная норма системы с использованием алгоритма на

основе теоремы 2.1 и теоремы 2.3.

B =


3.2 −3.5

2.5 −7.9

3.8 −7.6

−1.2 8.2

 , C =
[

0.2 0.4 0.45 0.6
]
, D =

[
0.2 1

]
.

Ранговое ограничение (2.21) для системы выполнено. Результаты вычисле-

ния анизотропийной нормы с использованием методы выпуклой оптимиза-

ции, а также технику на основе решения алгебраического уравнения Риккати

для эквивалентной обыкновенной системы представлены на рис. 2.3. Рис. 2.4

демонстрирует абсолютную ошибку между полученными величинами. Вы-

числительный эксперимент показывает, что предложенный алгоритм вы-

числения анизотропийной нормы на основе выпуклой оптимизации обладает

достаточно высокой точностью.
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Рис. 2.4. Абсолютная ошибка между методом теоремы 2.1 и теоремы 2.3.
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2.5. Модификация анизотропийной частотной теоремы:

строгие условия

Результаты, полученные в предыдущем разделе, сформулирован в виде не-

строгих матричных неравенств. Это может сказаться на реализации и точно-

сти вычисления анизотропийной нормы при использовании алгоритмических

процедур. Кроме того, данные условия приводят к нелинейным матричным

неравенствам при поиске субоптимального управления. Рассмотрим модифи-

цированную частотную теорему, которая позволяет исправить описанные выше

недостатки.

Модифицированная частотная теорема для обыкновенных систем

Прежде чем сформулировать модифицированную анизотропийную частот-

ную теорему для дескрипторных систем, необходимо получить результат для

систем обыкновенных. Поэтому рассмотрим обыкновенную систему в простран-

стве состояний:

x(k + 1) = Ax(k) +Bw(k), (2.83)

y(k) = Cx(k) +Dw(k), (2.84)

где x(k) ∈ Rn — состояние объекта управления, w(k) ∈ Rm — случайная

стационарная последовательность с известным уровнем средней анизотропии

A(W ) 6 a, y(k) ∈ Rq — измеряемый выход, A, B, C и D — действительные

постоянные матрицы соответствующих размерностей.

Передаточная функция системы (2.83)–(2.84) записывается в виде

F (z) = C(zIm − A)−1B +D.

Предположим, что известны скалярные величины a > 0 и γ > 0. Проблема

анизотропийного анализа заключается в проверке условий:

80



1. Система (2.83)–(2.84) устойчива;

2. |||F |||a < γ.

Ранее в терминах матричных неравенств ответ на вопрос об ограниченно-

сти анизотропийной нормы был получен в [258] и известен под как анизотро-

пийная частотная теорема для обыкновенных систем в терминах матричных

неравенств. Приведем ее формулировку, так как в дальнейшем она понадобит-

ся при доказательстве.

Лемма 2.3. [258] Пусть система (2.83)–(2.84) с передаточной функцией

F (z) ∈ H∞ q×m является устойчивой. Для известных скалярных величин

a > 0 и γ > 0 анизотропийная норма ограничена положительным числом

γ, т.е.

|||F |||a < γ

если существуют скаляр η > γ2 и положительно определенная n×n-матрица

Φ = ΦT > 0, для которых справедливы следующие неравенства:

η − (e−2a det(ηIm −BT ΦB −DTD))1/m < γ2, (2.85)

 AT ΦA− Φ + CTC AT ΦB + CTD

BT ΦA+DTC BT ΦB +DTD − ηIm

 < 0. (2.86)

Заметим, что в формулировке леммы 2.3 система (2.83)–(2.84) предполагает-

ся устойчивой. Однако ляпуновская часть в неравенстве (2.86) содержит в себе

условие проверки устойчивости системы (2.83)–(2.84). Таким образом, лемма

2.3 отвечает сразу на два вопроса: о проверке устойчивости и об ограниченности

анизотропийной нормы.

Приведем формулировку модифицированной частотной теоремы для обык-

новенных систем.
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Теорема 2.4. Для заданных чисел a > 0 и γ > 0 система (2.83)–(2.84) с

передаточной функцией F (z) = C(zIm − A)−1B + D является устойчивой и

ее анизотропийная норма ограничена числом γ, т.е.

|||F |||a < γ,

если существуют η > γ2, положительно определенная n × n-матрица Φ =

ΦT > 0 и произвольная невырожденная n × n-матрица Y такие, что спра-

ведливы следующие неравенства

η − (e−2a det(ηIm −BT ΦB −DTD))1/m < γ2, (2.87)



−1

2
Y − 1

2
Y T Y A Y B ΦT − Y T − 1

2
Y 0

ATY T −Φ 0 ATY T CT

BTY T 0 −ηIm BTY T DT

Φ− Y − 1

2
Y T Y A Y B −Y − Y T 0

0 C D 0 −Iq


< 0. (2.88)

Доказательство. Предположим, что неравенства (2.87) и (2.88) выполняются.

Перепишем выражение (2.88) в следующей форме

Ξ + ΥTY T ∆ + ∆TYΥ < 0, (2.89)

где ∆ =
[
In 0 0 In

]
, Υ =

[
−1

2
In A B −In

]
, а симметрическая матрица

Ξ определяется как

Ξ =


0 0 0 Φ

0 CTC − Φ CTD 0

0 DTC DTD − ηIm 0

Φ 0 0 0

 .

Используя лемму о проекции [89], получаем что неравенство (2.89) разрешимо

для невырожденной n× n-матрицы Y, если и только если
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MT ΞM < 0 и NT ΞN < 0

для

MT =


0 In 0 0

0 0 Im 0

−In 0 0 In

 , NT =


In 0 0 −1

2
In

0 In 0 AT

0 0 Im BT

 .
Кроме того, столбцы матрицы N формируют базис ядра Υ, а столбцы матрицы

M формируют базис ∆.

Отметим также, что

NT ΞN =


−Φ ΦA ΦB

AT Φ CTC CTD

BT Φ DTC DTD

 < 0. (2.90)

Так как Φ = ΦT > 0, то используя лемму о дополнении Шура, мы можем

преобразовать неравенство (2.90) в CTC CTD

DTC DTD

−
 AT

BT

Φ(−Φ)−1Φ
[
A B

]
< 0.

Тогда  AT ΦA− Φ + CTC AT ΦB + CTD

BT ΦA+DTC BT ΦB +DTD − ηIm

 < 0.

Следовательно, условия теоремы совпадают с условиями леммы 2.3.

Замечание 2.3. Чтобы избавиться от произведения матриц DTD в нера-

венстве (2.87), представим новую переменную Ψ:

Ψ < ηIm −BT ΦB −DTD. (2.91)

Преобразуем неравенство (2.91) используя лемму о дополнении Шура, получим

Ψ− ηIm +BT ΦB −DT (−Iq)D < 0,Ψ− ηIm +BT ΦB DT

D −Iq

 < 0.
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Таким образом, неравенство (2.87) может быть переписано в систему нера-

венств

η − (e−2a det(Ψ))1/m < γ2

и Ψ− ηIm +BT ΦB DT

D −Iq

 < 0.

Модифицированная анизотропийная частотная теорема для дескрип-

торных систем

Рассмотрим теперь дискретную дескрипторную систему (2.19)–(2.20). Пред-

полагаем, что система является регулярной, поэтому для нее существуют такие

две невырожденные матрицы W̃ и Ṽ , с помощью которых система (2.19)–

(2.20) может быть представлена во второй эквивалентной форме (1.13)–(1.15).

Ниже будем использовать следующие обозначения: Ed = W̃EṼ , Ad = W̃AṼ ,

Bd = W̃B, Cd = CṼ , Dd = D.

Сформулируем модифицированную анизотропийную частотную теорему

для системы (2.19)–(2.20).

Теорема 2.5. Для заданных скаляров a > 0 и γ > 0 система (2.19)–(2.20)

с передаточной функцией P (z) является допустимой и ее анизотропийная

норма ограничена числом γ, т.е.

|||P |||a < γ,

если существуют такие матрицы L ∈ Rr×r, L > 0, Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r),

S ∈ R(n−r)×(n−r), Ψ ∈ Rm×m и скалярные величины η > γ2 и α > 0, что

выполняются следующие неравенства:

η − (e−2a det(Ψ))1/m < γ2, (2.92)Ψ− ηIm +BT
d ΘBd DT

d

Dd −Ip

 < 0, (2.93)
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и

−1
2
Q− 1

2
QT ΓAd ΓBd LT −QT − 1

2
Q 0

AT
d ΓT ΠAd + AT

d ΠT −Θ ΠBd AT
d ΓT CT

d + αAT
d ΠTCT

d

BT
d ΓT BT

d ΠT −ηIm BT
d ΓT DT

d + αBT
d ΠTCT

d

L−Q− 1
2
QT ΓAd ΓBd −Q−QT 0

0 Cd + αCdΠAd Dd + αCdΠBd 0 −Ip


< 0,

(2.94)

где Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Γ =
[
Q R

]
.

Доказательство.

Предположим, что неравенства (2.92)–(2.94) справедливы. Для второй эк-

вивалентной формы (1.13)–(1.15) системы (2.19)–(2.20) можно получить следу-

ющее неравенство

Z =



z11 z12 z13 z14 z15 0

zT
12 −L z23 0 z25 z26

zT
13 zT

23 z33 z34 z35 z36

zT
14 0 zT

34 −ηIm z45 z46

zT
15 zT

25 zT
35 zT

45 z55 0

0 zT
26 zT

36 zT
46 0 −Ip


< 0

где

z11 = −1

2
Q− 1

2
QT , z12 = QA11 +RA21,

z13 = QA12 +RA22, z14 = QB1 +RB2,

z15 = LT −QT − 1

2
Q, z23 = AT

21S
T ,

z25 = AT
11Q

T + AT
21R

T , z26 = CT
1 + αAT

21S
TCT

2

z33 = SA22 + AT
22S

T , z34 = SB2,

z35 = AT
12Q

T + AT
22R

T , z36 = CT
2 + αAT

22S
TCT

2

z45 = BT
1 Q

T +BT
2 R

T , z46 = DT + αBT
2 S

TCT
2 ,
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z55 = −Q−QT .

Так как Z < 0, то мы можем выбрать невырожденную матрицу K, для которой

будет выполняться неравенство

KZKT < 0.

Выберем матрицу K в следующем виде

K =



Ir 0 0 0 0 0

0 Ir 0 0 0 0

0 0 0 Im 0 0

0 0 0 0 Ir 0

0 0 0 0 0 Ip

0 0 In−r 0 0 0


.

Тогда получим

KZKT =



z11 z12 z14 z15 0 z13

zT
12 −L 0 z25 z26 z23

zT
14 0 −ηIm z45 z46 zT

34

zT
15 zT

25 zT
45 z55 0 zT

35

0 zT
26 zT

46 0 −Ip zT
36

zT
13 zT

23 z34 z35 z36 z33


< 0.

Рассмотрим выражение KZKT = W +WT где

W =



w11 0 0 0 0 0

w21 w22 0 w24 w25 w26

w31 0 w33 w34 w35 w36

w41 0 0 w44 0 0

0 0 0 0 w55 0

w61 0 0 w64 w65 w66


,

w11 = −1

2
Q, w21 = w24 = AT

11Q
T + AT

21R
T ,
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w22 = −1

2
L, w25 = CT

1 + αAT
21S

TCT
2 ,

w26 = AT
21S

T , w31 = w34 = BT
1 Q

T +BT
2 R

T ,

w33 = −η
2
Im, w35 = DT + αBT

2 S
TCT

2 ,

w36 = BT
2 S

T , w41 = L−Q− 1

2
QT ,

w44 = −Q, w55 = −1

2
Ip, w65 = CT

2 + αAT
22S

TCT
2 ,

w61 = w64 = AT
12Q

T + AT
22R

T , w66 = AT
22S

T .

Таким образом,

W +WT < 0. (2.95)

Так как z33 = AT
22S

T + SA22 < 0, то обе матрицы A22 и S являются невы-

рожденными. Таким образом, система (2.19) является причинной и может быть

преобразована в эквивалентную обыкновенную систему T̂ меньшей размерно-

сти

x̂(k + 1) = Âx̂(k) + B̂w(k), (2.96)

ŷ(k) = Ĉx̂(k) + D̂w(k), (2.97)

где x̂(k) ∈ Rr,

Â = A11 − A12A
−1
22 A21 , B̂ = B1 − A12A

−1
22 B2 ,

Ĉ = C1 − C2A
−1
22 A21 , D̂ = D − C2A

−1
22 B2 .

Учитывая во внимание ранговое ограничение, получаем B2 = 0. Тогда

неравенство (2.92) совпадает с неравенством (2.87) для эквивалентной систе-

мы (2.96)–(2.97).

Теперь покажем, что матрица Â является шуровой и |||T̂ |||a < γ. Так как SA22

и AT
22S

T обратимые, AT
22S

T < 0 и SA22 < 0, то применяя лемму о дополнении
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Шура к выражению (2.95), получим

−1

2
Q− 1

2
QT QÂ QB̂ LT −QT − 1

2
Q 0

ÂTQT −L 0 ÂTQT ĈT

B̂TQT 0 −ηIm B̂TQT D̂T

L−Q− 1

2
QT QÂ QB̂ −Q−QT 0

0 Ĉ D̂ 0 −Ip


< 0. (2.98)

Согласно теореме 2.4, получаем, что ρ(Â) < 1 и |||T̂ |||a < γ. Откуда следует, что

|||P |||a < γ.

Анизотропийная норма дескрипторной системы может быть вычислена с

использованием методов выпуклой оптимизации и использованием алгоритма:

Шаг 1. вводим обозначение ξ = γ2,

Шаг 2. задаем число α > 0,

Шаг 3. решаем следующую оптимизационную задачу

найти ξ∗ = min ξ

на множестве {L, Q, R, S, Ψ, η, ξ}, удовлетворяющих неравен-

ствам (2.92)–(2.94).

Если минимум ξ∗ найден, то анизотропийная норма системы P вычисляется

как

|||P |||a ≈
√
ξ∗.

Рассмотрим пример применения условий теоремы для оценки анизотропий-

ной нормы дескрипторной системы.

Пример 2.6. Пусть параметры системы (2.19)–(2.20) равны
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Рис. 2.5. Зависимость анизотропийной нормы от уровня средней анизотропии,

вычисленной на основе теоремы 2.5.

E =


3 0 2 −5

0 3 −2 2

2 2 0 −2

2 −4 4 −6

 , A =


0.7 −3.25 −0.7 0

1.8 0.4 −6.4 2.6

1.0 −1.9 −5.4 2.4

−0.6 −2.7 5.4 −2.8

 ,

B =


3.2 −3.5

2.5 −7.9

3.8 −7.6

−1.2 8.2

 , C =
[

0.2 0.4 0.45 0.6
]
, D =

[
0.2 1.0

]
.

Выберем также α = 100. Легко проверить, что система является допу-

стимой, т.е. причинной и устойчивой. Результаты вычисления анизотро-

пийной нормы с использованием модифицированной анизотропийной частот-

ной теоремы показаны на рис. 2.5. На рис. 2.6 изображена абсолютная ошиб-

ка вычисления анизотропийной нормы с использованием модифицированной

анизотропийной частотной теоремы и метода, основанного на применении

теоремы 2.1.
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Рис. 2.6. Абсолютная ошибка вычисления анизотропийной нормы с

использованием теоремы 2.5 и теоремы 2.1.
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Выводы к главе 2

В данной главе были рассмотрены несколько подходов к анизотропийному

анализу и вычислению анизотропийной нормы дескрипторной системы. Первый

подход основан на эквивалентных преобразованиях и заключается в использо-

вании эквивалентных вход-выходных операторов для вычисления анизотропий-

ной нормы исходной дескрипторной системы через вычисление анизотропийной

нормы обыкновенной системы. Данный метод позволяет точно вычислить ани-

зотропийную норму, однако для его применения необходимо сначала проверить

систему на допустимость. Кроме того, данный подход использует нелинейные

матричные преобразования, которые затрудняют его применение при решении

задачи синтеза анизотропийных регуляторов.

Второй подход основан на решении обобщенного алгебраического уравнения

Риккати. В данном случае количество уравнений, которые необходимо решить

для оценки анизотропийной нормы существенно меньше, а условия являются

необходимыми и достаточными. В отличие от первого подхода, на систему на-

кладывается ранговое ограничение. Несмотря на то, что это сужает возможный

класс исследуемых систем, такое предположение является физически обосно-

ванным, т.к. смысл его заключается в том, что возмущение не действует на

алгебраические координаты.

Естественным продолжением второго подхода является преобразование

условий в терминах матричных неравенств, что позволяет применять разра-

ботанные и хорошо зарекомендовавшие себя численные пакеты выпуклой опти-

мизации для решения задач анизотропийного анализа дескрипторных систем.

Первая методика, основанная на матричных неравенствах, представляет собой

нестрогие выпуклые ограничения. С помощью этих ограничений легко пока-

зать, что предельные случаи анизотропийной нормы для a = 0 и a → ∞ в ча-

стотной области согласуются во временной области. Вторая методика основана

на преобразованиях системы ко второй эквивалентной форме и сформулиро-

91



вана в терминах строгих матричных неравенств. Кроме того, вторая методика

предполагает меньшее число переменных, необходимых для оценки анизотро-

пийной нормы системы, и удобна для решения задачи синтеза законов управ-

ления, которые будут рассмотрены в следующей главе.
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Глава 3. Синтез анизотропийных регуляторов

для дескрипторных систем с точно из-

вестными параметрами

В данной главе рассматриваются и решаются задачи оптимального и суб-

оптимального анизотропийного управления для дескрипторных систем с точно

известными параметрами.

3.1. Оптимальное управление

3.1.1. Общая постановка задач оптимального управления

Рассмотрим дескрипторную систему с реализацией в пространстве состоя-

ний в следующем виде:

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bww(k) +Buu(k), (3.1)

z(k) = Czx(k) +Dzww(k) +Dzuu(k), (3.2)

y(k) = Cyx(k) +Dyww(k), (3.3)

где x(k) ∈ Rn — вектор состояния системы, w(k) ∈ Rm1 — случайное внешнее

возмущение, u(k) ∈ Rm2 — сигнал управления, z ∈ Rp1 — управляемый выход,

y ∈ Rp2 — измеряемый выход.

Предполагается, что все параметры системы точно известны, а w(k) — ста-

ционарная гауссовская последовательность с ограниченной средней анизотро-

пией A(W ) 6 a, a > 0.
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Рассмотрим линейнеый строго неупреждающий закон управления в виде:

u(k) = K(x(k), y(k)),

гдеK(·) —функция, подлежащая определению. Тогда задачу синтеза оптималь-

ного анизотропийного управления можно сфомулировать в следующем виде:

Задача 3.1. Для известного неотрицательного уровня средней анизотропии

A(W ) = a > 0 входного возмущения w(k) и системы (3.28)–(3.30), необходи-

мо найти линейный закон управления u(k) = K(x(k), y(k)), который делает

замкнутую систему допустимой и при этом минимизирует ее анизотропий-

ную норму, определяемую соотношениями

sup
A(G)6a

‖Fcl(P,K)G‖2

‖G‖2
→ min

K
, G ∈ Ga, (3.4)

где G — формирующий фильтр для замкнутой системы, Ga — множество

формирующих фильтров с заданным уровнем средней анизотропии равным a,

а Fcl(P,K) означает замкнутую систему.

Заметим, что задача оптимального анизотропийного управления является

минимаксной, т.е. необходимо найти такой регулятор K, который минимизи-

рует анизотропийную норму замкнутой системы относительно заданного мно-

жества входных возмущений W . Сформулированную проблему (как и всякую

минимаксную задачу) можно рассматривать как антагонистическую игру двух

игроков, в качестве первого из которых выступает стратегия управления, а в ка-

честве второго – возмущение. Множеством управляющих стратегий выступает

множество допустимых регуляторов, а множеством возмущающих стратегий —

семейство случайных последовательностей с нулевым средним и ограниченным

уровнем средней анизотропии a.
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3.1.2. Оптимальное управление по переменным состояния

Рассмотрим дискретную дескрипторную систему P в следующем виде:

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bww(k) +Buu(k), (3.5)

z(k) = Cx(k) +Dww(k) +Duu(k), (3.6)

где w(k) ∈ Rm1 и z(k) ∈ Rp — входной и выходной сигналы соответственно,

u(k) ∈ Rm2 — сигнал управления. E, A, Bw, Bu, C, Dw, Du — постоянные мат-

рицы соответствующих размерностей. Предполагается, что система является

причинно управляемой и стабилизируемой. Входной сигнал является окрашен-

ной гауссовской последовательностью с известным уровнем средней анизотро-

пии a, т.е. A(W ) 6 a (a > 0).

Задача оптимального анизотропийного управления для дескрипторной си-

стемы по состоянию может быть сформулирована следующим образом.

Задача 3.2. Для заданной причинно управляемой и стабилизируемой систе-

мы (3.5)–(3.6) и случайного внешнего возмущения w(k) с уровнем средней ани-

зотропии a > 0 требуется найти линейный закон управления в виде стати-

ческой обратной связи по состоянию u(k) = Kx(k), который делает замкну-

тую систему допустимой и минимизирует ее анизотропийную норму:

|||Pcl(K)|||a = sup
G(z)∈Ga

‖Pcl(K)G‖2

‖G‖2
→ inf

K
. (3.7)

Подставим закон управления u(k) = Kx(k) в уравнения системы (3.5)–(3.6).

Тогда замкнутая система Pcl(K) будет иметь вид

Ex(k + 1) = (A+BuK)x(k) +Bww(k), (3.8)

z(k) = (C +DuK)x(k) +Dww(k). (3.9)

Закон управления u = Kx(k) будем называть допустимым, если он делает

замкнутую систему (3.8)–(3.9) допустимой, т.е. устойчивой и причинной. Идея

решения оптимальной анизотропийной задачи управления (3.7) основана на
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принципе седловой точки. Рассмотрим два множества. Для любого допустимого

формирующего фильтра G ∈ Ga и любого допустимого регулятора K ∈ K(P )

эти множества будут иметь вид:

K�(G)
.
= Arg min

K∈K(P )
‖Pcl(K)G‖2, G ∈ Ga,

G�a(K)
.
= Arg max

G∈Ga

‖Pcl(K)G‖2

‖G‖2
, K ∈ K(P ).

Множество K�(G) состоит из допустимых регуляторов, решающих взвешенную

задачу H2 оптимизации, при этом вход w(k) определяется как W = GV. Вся-

кий регулятор K ∈ K(P ) минимизирует дисперсию на выходе Z для входного

сигнала с учетом W = GV . K(P ) — множество регуляторов, которые делают

замкнутую систему допустимой. Множество G�a(K) состоит из формирующих

фильтров, которые делают наихудшей спектральную плотность входного сиг-

нала для заданного уровня анизотропии a для замкнутой системы.

Лемма 3.1. [268] Если допустимый регулятор K является неподвижной

точкой отображения K�a ◦G�a, то он является решением задачи 3.2.

Таким образом, решение оптимальной задачи состоит из двух этапов. На

первом этапе необходимо найти множество всех наихудших формирующих

фильтров G(z) ∈ Ga, генерирующих из гауссовского белого шума V входную

последовательностьW с заданным уровнем средней анизотропииA(W ) 6 a. На

втором этапе необходимо решить взвешенную задачу H2 оптимального управ-

ления.

Следующий промежуточный результат для вычисления H2 нормы дескрип-

торной системы будет использован далее.

Лемма 3.2. Пусть система, заданная уравнениями (2.22)–(2.23) является

допустимой. Пусть также выполняется предположение

rank (Ẽ) = rank [ Ẽ B̃ ]. (3.10)
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Рассмотрим обобщенное уравнение Ляпунова

ÃG̃ÃT − ẼG̃ẼT + B̃B̃T = 0. (3.11)

Тогда H2 норма системы вычисляется по формулам

‖P‖2
2 = tr(C̃G̃C̃T + D̃T D̃). (3.12)

Доказательство леммы 3.2 аналогично доказательству леммы 2.2 с той лишь

разницей, что уравнение (3.11) определяет грамиан управляемости системы

(2.22)–(2.23).

Для удобства в дальнейшем изложении введем следующие обозначения

Â = A + BuK, Ĉ = C1 + DuK и предположим, что замкнутая система яв-

ляется допустимой. Следующая теорема позволяет найти факторизацию наи-

худшей спектральной плотности входного возмущения (наихудший формирую-

щий фильтр) для замкнутой системы, на вход которой поступает возмущение

со средним уровнем анизотропии A(W ) 6 a.

Теорема 3.1. Пусть система (3.5)–(3.6) является причинно управляемой и

стабилизируемой. Тогда для любого уровня средней анизотропии входного воз-

мущения a > 0 существует единственная пара (q, R), где скалярный пара-

метр q принадлежит полуинтервалу
[
0, ‖Pcl‖−2

∞

)
, а R = RT — n× n мат-

рица, для которой справедливо условие ETRE > 0. Решение (q, R) находится

из системы уравнений

ETRE = ÂTRÂ+ qĈT Ĉ + LT Σ−1L, (3.13)

Σ = (Im1
− qDT

wDw −BT
wRBw)−1, (3.14)

L = Σ(BT
wRÂ+ qDT

w Ĉ). (3.15)

− 1

2
ln det

(
m1Σ

tr(LPGLT + Σ)

)
= a, (3.16)

где PG = PT
G > 0, PG ∈ Rn×n — грамиан управляемости формирующего филь-

тра G, который находится из решения обобщенного уравнения Ляпунова

EPGE
T = (Â+BwL)PG(Â+BwL)T −BwΣBT

w . (3.17)
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Кроме того, формирующий фильтр G с реализацией в пространстве состоя-

ний

G =

 E,
Â+BwL BwΣ1/2

L Σ1/2

 (3.18)

является наихудшим формирующим фильтром для замкнутой системы.

Доказательство. Используя определение анизотропийной нормы (2.11), рас-

смотрим функцию Лагранжа, которая записывается как

L = ‖PclG‖2
2 − µ‖G‖2

2 − λA(G). (3.19)

Можно показать [119], что функция Лагранжа (3.19) достигает своего макси-

мума, когда

qΛ(ω)− Im1
+ σS−1(ω) = 0, (3.20)

где Λ(ω) = P̂ ∗cl(ω)P̂cl(ω), S(ω) = Ĝ(ω)Ĝ∗(ω).

Из уравнения (3.20) следует, что

S(ω) = σ(Im1
− qΛ(ω))−1

определяет спектральную плотность наихудшего входного возмущения. Без по-

тери общности можно положить σ = 1 и переписать уравнение (3.20) в форме

qP̂ ∗cl(ω)P̂cl(ω) + Ĝ−1(ω)(Ĝ∗)−1(ω) = Im1
.

Введем обозначение

Θ =

√qP̂cl(ω)

Ĝ−1(ω)

 .
Тогда замкнутая система с наихудшим фильтром должна удовлетворять фак-

торизации Θ∗Θ = Im1
. Предполагая, что формирующий фильтр G является

обратимым, имеем

G−1 =

E, Â Bw

−Σ−1/2L Σ−1/2

 .
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Реализация в пространстве состояний системы Θ будет иметь вид√qPcl
G−1

 =

E, Â Bw

Ω ∆

 ,
где

Ω =

 √
qĈ

−Σ−1/2L

 , ∆ =

√qDw

Σ−1/2

 .
Используя лемму 2.1 и подставляя параметры системы Θ в выражения

(2.25)–(2.27), получаем (3.13)–(3.15). Учитывая условия леммы 3.2, H2 норма

формирующего фильтра определяется формулой

‖G‖2
2 = tr(LPGL

T + Σ). (3.21)

Принимая во внимание определение средней анизотропии (1.35) и выраже-

ние (3.21), получаем уравнение (3.16). Это завершает доказательство.

Рассмотрим теперь расширенную систему с реализацией

E∗x̂(k + 1) = A∗x̂(k) +Bu∗u(k) +Bv∗v(k), (3.22)

z(k) = C∗x̂(k) +Dwv(k), (3.23)

где x̂(k) ∈ R2n, z(k) ∈ Rp, v(k) ∈ Rm1 — белый гауссовский шум. Параметры

системы равны E∗ =

E 0

0 E

 ,
A∗ =

A BwL

0 A+BwL

 , Bu∗ =

Bu

0

 , C∗ =
[
C DwL

]
. Так как фор-

мирующий фильтр G является обратимым, задача синтеза анизотропийного

регулятора может быть сведена к задаче синтеза H2 оптимального регулятора,

решение которой приведено в [165].

Теорема 3.2. Пусть система (3.22)–(3.23) является стабилизируемой и при-

чинно управляемой. Закон управления, который решает оптимальную анизо-

тропийную задачу, может быть найден из решения взвешенной задачи H2
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оптимального управления в виде

K = Γ1 + Γ2 (3.24)

где Γ = [ Γ1 Γ2 ] определяется с помощью матрицы T = TT , удовлетворяю-

щей условию ET
∗ TE∗ > 0 и являющейся решением обобщенного алгебраическо-

го уравнения Риккати

ET
∗ TE∗ = AT

∗ TA∗ + CT
∗ C∗ + ΓT ΠΓ, (3.25)

Π = (BT
u∗TBu∗ +DT

wDw), (3.26)

Γ = −Π−1(BT
u∗TA∗ +DT

wC∗). (3.27)

Таким образом, решение оптимальной анизотропийной задачи при полном

измерении вектора состояния сводится к решению связанных между собой мат-

ричных уравнений: два обобщенных алгебраических уравнения Риккати (3.13)–

(3.15) и (3.25)–(3.27), обобщенного уравнения Ляпунова (3.17) и нелинейного

уравнения (3.16).

В случае, если a = 0 параметры наихудшего формирующего фильтра равны

L = 0 и Σ = Im1
. В этом случае решение задачи оптимального анизотропийного

управления по состоянию совпадает с решением H2 оптимальной задачи.

Пример 3.1. Рассмотрим систему:

E =

 1 0

0 0

 , A =

 1.15 −0.3

0.1 0.3

 , Bw =

 0.5

0

 , Bu =

 1

0

 ,
C =

[
1 0

]
, Dw = 0.2, Du = 0.1.

Легко проверить, что rank (E) = rank [ E Bw ] = 1. Система причинная,

но не является устойчивой (ρ(E,A) = 1.25).

Найдем управление по состоянию в виде u(k) = Kx(k) для уровня анизо-

тропии a = 0.4 с использованием доказанных теорем.
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Решение было получено с помощью пакета символьных вычислений Matlab.

Оптимальный регулятор равен K∗ =
[
−1.6514 0

]
. Замкнутая система яв-

ляется допустимой, обобщенный спектральный радиус пары ρ(E,A+BuK
∗) =

0.4014, а ее анизотропийная норма равна |||P SF
cl |||a = 0.4978.

3.1.3. Оптимальное управление по выходной переменной

Объект управления задан в форме

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bww(k) +Buu(k), (3.28)

z(k) = Czx(k) +Dzww(k) +Dzuu(k), (3.29)

y(k) = Cyx(k) +Dyww(k), (3.30)

где x(k) ∈ Rn – вектор состояния системы, w(k) ∈ Rm1 – внешний сигнал,

который нужно отслеживать или возмущение, которое необходимо подавить,

u(k) ∈ Rm2 – сигнал управления, z ∈ Rp1 – управляемый выход, y ∈ Rp2 –

измеряемый выход.

Предполагается, что сигнал w(k) является стационарной гауссовской после-

довательностью с известным уровнем средней анизотропии a ≥ 0.

Пусть также выполнены следующие стандартные предположения о системе

A1. Система является стабилизируемой и причинно управляемой.

A2. Система является детектируемой и причинно наблюдаемой.

A3. Размерность управляемого сигнала z меньше размерности входного воз-

мущения w: p1 < m1.

A4. Матрица Dyw имеет полный строчный ранг: rankDyw = p2 ≤ m1.

A5. Матрица Dzu имеет полный столбцовый ранг: rankDzu = m2 ≤ p1.

Тогда задача синтеза анизотропийного регулятора может быть сформули-

рована в следующем виде:
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Задача 3.3. Для известного уровня средней анизотропии a ≥ 0 последова-

тельности w(k) и для системы (3.28) требуется найти динамический регу-

лятор K, который делает замкнутую систему допустимой, а также мини-

мизирует ее a-анизотропийную норму:

sup
‖Fl(P,K)G‖2

‖G‖2
;G ∈ Ga → min

K
. (3.31)

Так как исходная система может быть непричинной, то синтез оценивающе-

го регулятора невозможен. Поэтому процедуру синтеза необходимо разделить

на два этапа. На первом этапе строится контур, который будет обеспечивать

свойство причинности для исходной системы (каузализация). На втором этапе

строится оценивающий регулятор, стабилизирующий систему и минимизирую-

щий анизотропийную норму замкнутой системы.

Решение задачи

Каузализация системы. В силу предположения A1 система является при-

чинно управляемой, то есть существует такой закон управления ũ(k) = K1y(k),

что пара (E,A+BuK1Cy) является причинной.

Рассмотрим процедуру поиска коэффициента усиления K1 [62]. Так как

разомкнутая система (3.28)–(3.30) предполагается регулярной, то существуют

такие две невырожденные матрицы W̃ и Ṽ , что исходная система (3.28)–(3.30)

преобразуется ко второй эквивалентной форме, где

W̃EṼ = diag(Ir, 0), W̃AṼ =

 A11 A12

A21 A22

 , (3.32)

где r = rank (E). Матрицы W̃ и Ṽ могут быть найдены из сингулярной деком-

позиции (1.17) и (1.18).

Так как исходный объект предполагается непричинным, то A22 может быть

вырожденной матрицей [273]. Преодолеть это поможет следующая процедура.
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Применим преобразование координат

V −1x =

 x1

x2

 , (3.33)

к системе

Ex(k + 1) = (A+BuK1Cy)x(k),

и умножим слева на матрицу W̃ . Имеем:

W̃EṼ

 x1(k + 1)

x2(k + 1)

 =
(
W̃AṼ + W̃BuK1CyṼ

) x1(k + 1)

x2(k + 1)

 .
Последнее выражение можно переписать в форме: Ir 0

0 0

 x1(k + 1)

x2(k + 1)

 =

=

 A11 A12

A21 A22

+

 B21

B22

K1

[
C21 C22

] x1(k + 1)

x2(k + 1)

 .
Если rank (A22) = s < n − r, рассмотрим следующий блок (A22 + B22K1C22).

Согласно предположению А1 существует такая матрица K1, что rank (A22 +

B22K1C22) = n − r. Применяя в очередной раз сингулярную декомпозицию,

представим матрицу A22 в форме

SA22
A22UA22

=

 Is 0

0 0

 . (3.34)

Умножая слева и справа выражение (A22 +B22K1C22) на матрицы SA22
и UA22

,

получаем  Is 0

0 0

+ B̃22K1C̃22, (3.35)

где B̃22 = SA22
B22 и C̃22 = C22UA22

.

Тогда задача каузализации может быть представлена как задача поиска та-

кой матрицы коэффициентов K1, что матрица (3.35) станет невырожденной.
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Для простоты положим, что необходимо найти такую матрицу K1, чтобы вы-

полнялось равенство Is 0

0 0

+ B̃22K1C̃22 =

 2Is 0

0 In−r−s

 ,
что эквивалентно

B̃22K1C̃22 = In−r.

Откуда следует, что регулятор можно выбрать в виде:

K1 = B̃+
22C̃

+
22, (3.36)

где M+ — псевдообращение по Муру-Пенроузу матрицы M . Существование

такого регулятора гарантируется предположениями A1 и A2, которые гаран-

тируют, что матрицы B̃22 и C̃22 являются полноранговыми, т.е. rank (B̃22) =

min(m1, n− r) и rank (C̃22) = min(p2, n− r).

Синтез оценивающего регулятора для динамической подсистемы.

Рассмотрим закон управления следующего вида

u(k) = K1y(k) + u1(k). (3.37)

Подставим выражение (3.37) в уравнения (3.28)–(3.30), получим

Ex(k + 1) = (A+BuK1Cy)x(k) + (Bw +BuK1Dyw)w(k) +Buu1(k),

z(k) = (Cz +DzuK1Cy)x(k) + (Dzw +DzuK1Dyw)w(k) +Dzuu1(k),

y(k) = Cyx(k) +Dyww(k).

Введем обозначения: A = A + BuK1Cy, C1 = Cz + DzuK1Cy, C2 = Cy,

B1 = Bw +BuK1Dyw, B2 = Bu и D11 = Dzw +DzuK1Dyw.

Применяя преобразование координат (3.33) и умножая уравнения слева на
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матрицу W , получим

x1(k + 1) = A11x1(k) + A12x2(k) +B11w(k) +B21u1(k), (3.38)

0 = A21x1(k) + A22x2(k) +B12w(k) +B22u1(k), (3.39)

z(k) = C11x1(k) + C12x2(k) +D11w(k) +D12u1(k), (3.40)

y(k) = C21x1(k) + C22x2(k) +D21w(k), (3.41)

где

W̃AṼ =

 A11 A12

A21 A22

 , W̃Bw =

 B11

B12

 , W̃Bu =

 B21

B22

 ,
CzṼ =

[
C11 C12

]
, CyṼ =

[
C21 C22

]
.

Процедура каузализации позволяет преобразовать исходную систему к эк-

вивалентной системе, содержащей явные выражения для динамической и алгеб-

раической подсистем. Выразим x2(k) через x1(k), подставим в уравнения (3.38)–

(3.41). Получим следующую обыкновенную систему:

x1(k + 1) = Ax1(k) + B1w(k) + B2u1(k),

z(k) = C1x1(k) +D11w(k) +D12u1(k),

y(k) = C2x1(k) +D21w(k) +D22u1(k),

A = A11 − A12A
−1
22 A21, Bi = Bi1 − A12A

−1
22 Bi2,

Ci = C i1 − C i2A
−1
22 A21, Dij = Dij − C i2A

−1
22 Bj2,

где i, j = 1, 2.

Исходная алгебро-разностная система после введения каузализирующей об-

ратной связи может быть сведена к обыкновенной системе. Однако в общем

случае эквивалентная система не удовлетворяет стандартным требованиям, на-

кладываемым на объект управления. А именно, в общем случае не выполняется

требование

D22 = 0, (3.42)
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Для того, чтобы полученная система удовлетворяла стандартным требова-

ниям, воспользуемся преобразованиями, описанными в [229].

Ограничение (3.42) можно обойти, воспользовавшись заменой переменных

y(1)(k) = y(k)−D22u1(k).

Такая замена переменных позволяет обнулить матрицу D22 объекта управ-

ления, вводя статическую обратную связь с коэффициентом усиления −D22 на

регуляторе между измеряемым выходом y(k) и управлением u1(k).

После указанных выше преобразований система удовлетворяет стандартным

требованиям, поэтому для нее применима уже решенная задача синтеза ани-

зотропийного регулятора по выходу [268]. В данной работе приведем кратко

алгоритм решения и формулы для нахождения параметров регулятора. Более

подробно о методике синтеза оптимальных анизотропийных регуляторов можно

узнать, например, из [264].

Исходя из условия оптимальности, синтез стабилизирующего регулятора

разбивается на несколько подэтапов:

1. Синтез наихудшего формирующего фильтра замкнутой системы.

2. Синтез наблюдателя полного порядка для системы, взвешенной форми-

рующим фильтром.

3. Решение задачи H2 оптимального управления для объекта, взвешенного

формирующим фильтром.

Приведем формулы для расчета оценивающего регулятора [268]. Его реали-

зация в пространстве состояний имеет вид:

K̃ =

 Ã B̃

C̃ 0

 , (3.43)

где

Ã = A+ B1M + B2(Γ1 + Γ2)− Λ(C2 +D21M), B̃ = Λ, C̃ = Γ1 + Γ2. (3.44)

106



Параметры Γ1, Γ2, M , Λ могут быть найдены из решения следующих урав-

нений:

1. Алгебраического уравнения Риккати для поиска наихудшего формирую-

щего фильтра замкнутой системы

R = AT
clRAcl + qCT

cl Ccl + LT Σ−1L,

Σ = (Im1
− qDT

11D11 −BT
clRBcl)

−1,

L = Σ(BT
clRAcl + qDT

11Ccl),

где q ∈ R, R ∈ R2n×2n и

Acl =

 A B2C̃

B̃C2 Ã

 , Bcl =

 B1

B̃D21

 , Ccl =
[
C1 D12C̃

]
.

2. Уравнения относительно логарифма для уровня средней анизотропии

a = −1

2
ln det

(
m1Σ

tr(LPLT + Σ)

)
.

3. Уравнения Ляпунова для вычисления H2 нормы наихудшего формирую-

щего фильтра

P = (Acl +BclL)P (Acl +BclL)T +BclΣB
T
cl .

4. Алгебраического уравнения Риккати для наблюдения

S = (A+ B1L1)S(A+ B1L1)
T + B1ΣBT

1 − ΛΘΛT ,

Θ = (C2 +D21L1)S(C2 +D21L1)
T +D21ΣDT

21,

Λ =
(
(A+ B1L1)S(C2 +D21L1)

T + B1ΣDT
21

)
Θ−1,

где L1 является блоком размера (m1×n) матрицы L таким, что L =
(
L1 L2

)
.

Матрица M из (3.43) определяется как M = L1 + L2.

5. Алгебраического уравнения Риккати для решения расширенной задачи
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Рис. 3.1. Структурная схема замкнутой системы.

H2 оптимизации для объекта, взвешенного формирующим фильтром

T = AT
∗ TA∗ + CT

∗ C∗ − ΓT ΠΓ,

Π = BT
∗ TB∗ +DT

12D12,

Γ = −Π−1(BT
∗ TA∗ +DT

12C∗),

в котором T ∈ R2n×2n, Γ =
[

Γ1 Γ2

]
, а

A∗ =

 A B1M

0 A+ B1M + B2(Γ1 + Γ2)

 , B∗ =

 B2

0

 C∗ =
[
C1 D11M

]
.

Тогда окончательно структура замкнутой системы примет вид, показанный

на Рис. 3.1. Как видно из рисунка, регулятор имеет два контура. Первый кон-

тур служит для каузализации обратной (алгебраической) подсистемы, а второй
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— для стабилизации прямой (динамической) подсистемы. Коэффициент −D22

служит для обхода ограничения (3.42).

Раскроем выражение для регулятора, учитывая (3.43), тогда получаем

x̃(k + 1) = Ãx̃(k) + B̃y(1)(k),

u1(k) = C̃x̃(k),

где x̃(k) ∈ Rn — состояние оценивателя. С учетом того, что y(1)(k) = y(k) −

D22u1(k), имеем

y(1)(k) = y(k)−D22u1(k) = y(k)−D22C̃x̃(k),

тогда параметры регулятора для исходного сигнала наблюдения равны

K =

 Ã− B̃D22C̃ B̃

C̃ 0

 .
Покажем, что разбиение задачи на две составляющие позволяет решить ис-

ходную задачу поиска единого регулятора. Действительно, согласно рис. 1 регу-

лятор можно представить в виде единой системы управления с иерархической

структурой, состоящей из нескольких звеньев. Так как предполагается, что ис-

ходная система регулярна, то она представима в эквивалентной форме (1.13),

в которой матрица A22 может быть вырожденной. Свойство причинной управ-

ляемости позволяет найти закон управления ũ(k) = K1x(k) такой, что матрица

A22 становится невырожденной. Таким образом, появляется возможность выра-

зить координаты x2(k) через x1(k) и перейти к эквивалентному вход-выходному

оператору пониженной размерности, для которого процедура синтеза уже хо-

рошо изучена. Так как оператор является эквивалентным, то, решая задачу

для обыкновенной системы пониженной размерности, решаем исходную задачу

для оператора полной размерности. Коэффициенты усиления в цепи обратной

связи, решающие задачу каузализации системы, косвенным образом входят в

полученный оператор, поэтому при решении задачи синтеза оптимального оце-

нивающего регулятора их также учитывают.
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Пример 3.2. Рассмотрим вычислительный пример, наглядно демонстриру-

ющий методику синтеза анизотропийного регулятора для дескрипторной си-

стемы. Пусть параметры объекта управления равны:

E =


−2 0 0 25

−1 0.5 0 6

1 −24 0 1

−1 −0.5 0 20

 , A =


−2 −0.01 0.125 25.005

−0.9975 0.4925 0.03 5.995

0.88 −23.875 0 0.005

−1.0025 −0.5025 0.1 20.015

 ,

Bw =


0.0105 −0.0093

0.005 −0.0011

−0.0015 −0.0249

0.004 −0.0092

 , Bu =


0.005 0

−0.005 −0.0025

0.005 −0.12

0.015 −0.0025

 ,

Cz =
[

1 0 0 0
]
, Dzw =

[
0 0

]
, Dzu =

[
0 0.1

]
,

Cy =

 1 0 0 1.5

0 0 1.3 0

 , Dyw =

 0.15 0

0 −0.5

 , Dyu =

 0 0

0 0

 .
Проверим, является ли система причинной. Характеристический поли-

ном системы равен det(zE − A) = 0.0057z2 − 0.0114z − 0.00567. Степень ха-

рактеристического полинома deg det(zE−A) = 2, в то время как rank (E) = 3.

Таким образом, система не является причинной.

Проверим выполнение критериев причинной управляемости и причинной

наблюдаемости

rank

 E 0 0

A E Bu

 = 7, rank


E A

0 E

0 Cy

 = 7.

Система является причинно управляемой и причинно наблюдаемой, по-

этому возможно синтезировать каузализирующую статическую обратную

связь по выходу.
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Параметры регулятора равны

K1 =

 0 −37.74

0 0

 .
Конечные собственные значения системы равны λ(E,A + BuK1Cy) =[

1.0001 1.0031 0.9919
]
. Система является неустойчивой. Характеристи-

ческий полином системы равен det(zE−(A+BuK1Cy)) = −55.93z3 +167.5z2−

167.2z + 55.6.

Выполнено равенство deg det(zE−A) = rank (E), поэтому систему можно

преобразовать к эквивалентной обыкновенной системе.

В результате преобразований был получен объект управления с парамет-

рами

A =


1.0001 0 −0.013

0 0.9945 −0.159

0 −0.0001 1.004

 ,

B1 =


−0.015 −0.0489

0.0006 0.026

0 −0.0002

 , B2 =


−0.033 −0.0097

0.0001 0.1197

0 −0.0002

 ,
C1 =

[
0.0021 −0.0021 −1.3978

]
, C2 =

 −0.0436 0.0014 −1.5488

−0.0008 0.0001 −0.0027

 ,
D11 =

[
0 0

]
, D12 =

[
0 0.1

]
,

D21 =

 0.15 0

−0.0106 −0.0029

 , D22 =

 0 0

0.0265 0

 .
Произведем процедуру синтеза оценивающего регулятора полного порядка

для полученной эквивалентной системы при различных уровнях средней ани-

зотропии. Результаты сведены в таб. 3.1.

Рассмотрим решение задачи стабилизации для исходной системы при на-

личии возмущающего воздействия на входе системы со среднем уровнем ани-
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Таблица 3.1. Норма замкнутой системы в зависимости от уровня средней

анизотропии a

a 0 0.05 0.5 1.0 5 ∞

|‖P‖|a 0.0398 0.2372 0.5010 0.61995 0.7502 0.7510

зотропии a = 0.1. На рис. 3.2 показаны графики управляющего воздействия,

а на рис. 3.3 — управляемый выход системы для трех типов регуляторов:

H2 , анизотропийного (АС) и H∞ .

Так как ‖P‖2/
√
m 6 |||P |||a 6 ‖P‖∞, разработчик может более тонко настро-

ить замкнутую систему по отношению к влиянию внешних возмущений, изме-

няя уровень средней анизотропии от 0 до достаточно больших значений. Было

показано, что H∞ регулятор обеспечивает более быстрый переходный процесс,

однако обладает более широкой полосой пропускания. LQG/H2 обеспечивают

достаточно гладкий переходный процесс, так как настроены на минимизацию

влияния гауссовского белого шума, но не могут обеспечить робастность. Анизо-

тропийные регуляторы позволяют найти приемлемый компромисс между двумя

подходами.
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Рис. 3.2. Управляющие воздействия.
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Рис. 3.3. Управляемый выход системы.
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3.2. Субпотимальное управление

3.2.1. Общая постановка задачи субоптимального управления

Рассмотрим дескрипторную систему, заданную в пространстве состояний:

Ex(k + 1) = Ax(k) +Bww(k) +Buu(k), (3.45)

z(k) = Cx(k) +Dww(k) +Duu(k), (3.46)

x(k) ∈ Rn — состояние системы, w(k) ∈ Rm1 — стационарная гауссовская после-

довательность с ограниченным уровнем средней анизотропииA(W ) 6 a, a > 0,

z(k) ∈ Rp — управляемый выход, u(k) ∈ Rm2 — управление, E, A, Bw, Bu, C,

Dw, Du известные действительные матрицы соответствующих размерностей,

rank (E) = r < n.

Предположим, что

1. система (3.45)–(3.46) является причинно управляемой и стабилизируемой;

2. выполнено ранговое ограничение

rank (E) = rank [ E Bw ].

Задача 3.4. Входная последовательность W — стационарная гауссовская

случайная последовательность с ограниченным уровнем средней анизотропии

A(W ) 6 a. Предполагается, что известны скалярные величины a > 0 и γ > 0.

Рассмотрим закон управления в виде:

u(k) = Kx(k).

Задачей синтеза субоптимального анизотропийного регулятора для дескрип-

торных систем является поиск такого закона управления u(k) = Kx(k), при

котором замкнутая система является допустимой и выполнено неравенство

|||Pcl|||a 6 γ.
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3.2.2. Синтез субоптимального анизотропийного управления на ос-

нове Риккати подхода

Рассмотрим задачу управления по состоянию. Будем искать закон управ-

ления в форме uSF (k) = F2x(k). Тогда замкнутая система P SF
cl будем иметь

вид

Ex(k + 1) = (A+BuF2)x(k) +Bww(k), (3.47)

z(k) = (C +DuF2)x(k) +Dww(k). (3.48)

Без снижения общности будем полагать, что начальные условия на систе-

ме (3.45)–(3.46) удовлетворяют уравнению Ex(0) = 0. Требуется найти такое

F2, при котором замкнутая система является допустимой, а ее анизотропийная

норма |||P SF
cl |||a ограничена числом γ > 0.

Теорема 3.3. Для заданного уровня средней анизотропии входного возмуще-

ния A(W ) = a > 0 и числа γ > 0 замкнутая система P SF
cl с реализаци-

ей в пространстве состояний, определяемой выражениями (3.47)–(3.48), яв-

ляется допустимой, а ее анизотропийная норма ограничена числом γ, т.е.

|||P SF
cl |||a 6 γ, если существуют такая матрица Φ = ΦT ∈ Rn×n и положи-

тельное число η > γ2, которые удовлетворяют следующим условиям

ET ΦE > 0, (3.49)

BT
w ΦBw +DT

wDw − γ2Im1
< 0, (3.50)

BT
u ΦBu +DT

u Du > 0, (3.51)

−1
2 ln(det((η − γ2)(ηIm1

−BT
w ΦBw −DT

wDw)−1)) > a, (3.52)

ET ΦE = AT ΦA+ CTC−

−(AT ΦB + S)(B
T

ΦB +R)−1(B
T

ΦA+ ST ), (3.53)

где B =
[
Bw Bu

]
, S =

[
CTDw CTDu

]
, R =

 DT
wDw − ηIm1

DT
wDu

DT
u Dw DT

u Du

 .
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При этом закон управления определяется по формуле:

F2 = −(BT
u ΦBu +DT

u Du)
−1(BT

u ΦA+DT
u C). (3.54)

Доказательство. Доказательство теоремы состоит из трех этапов. На первом

этапе необходимо показать, что система, замкнутая законом управления u(k) =

F2x(k), является допустимой. На втором этапе докажем, что P SF
cl ∈ H∞

p×m1.

На третьем этапе для замкнутой системы применим частотную теорему 2.2 и

установим выполнение ее условий с условиями настоящей теоремы.

ПустьM1 = BT
w ΦBw+DT

wDw−ηIm1
. Так как по условиям теоремы BT

w ΦBw+

DT
wDw − γ2Im1

< 0 и η > γ2, то M1 < 0.

Введем обозначения

M2 = BT
u ΦBu +DT

u Du > 0,

M3 = BT
w ΦBw +DT

wDw − γ2Im1
< 0,

N = BT
w ΦBu +DT

wDu,

Acl = A+BuF2, Ccl = C +DuF2.

Заметим также, что матрица

M = B
T

ΦB +R =

 M1 N

NT M2

 > 0.

Введем вспомогательную переменную

F =

F 1

F2

 = −M−1(B
T

ΦA+ ST ). (3.55)

Выражение (3.55) можно переписать в форме

MF = −(B
T

ΦA+ ST ).

Следовательно,

M1F 1 +NF2 = −(BT
w ΦA+DT

wC),
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NTF 1 +M2F2 = −(BT
u ΦA+DT

u C).

Без снижения общности выберем матрицу F 1, удовлетворяющую условиям:

M1F 1 = 0,

NTF 1 = 0.

Тогда

(A+BuF2)
T ΦBw + (C +DuF2)

TDw = 0. (3.56)

Из выражений (3.54), (3.56) с учетом того, что

AT ΦA+ CTC − ET ΦE = −FT
2 M2F2, (3.57)

Уравнение (3.57) эквивалентно обобщенному уравнению Ляпунова (1.44) с

матрицами E, Acl = A+BuF2 и Q =

 C

(M2)
1/2F2

T  C

(M2)
1/2F2

 > 0. Откуда

следует, что пара матриц (E,Acl) является допустимой.

Теперь покажем, что ‖P SF
cl ‖2

∞ 6 η. Рассмотрим следующую функцию

T (x(k)) = xT (k)ET ΦEx(k) > 0.

Рассмотрим вспомогательную функцию

H(x(k), w(k)) = T (x(k + 1))− T (x(k)) + ‖z(k)‖2 − η‖w(k)‖2.

Здесь ‖z(k)‖2 = zT (k)z(k). Не снижая общности, предположим также, что

W = {w(k)}k∈Z, k>0 ∈ L2. Покажем, что H(x(k), w(k)) 6 0:

H(x(k), w(k)) = xT (k + 1)ET ΦEx(k + 1)− xT (k)ET ΦEx(k)+

+ ‖Cx(k) +Dww(k) +Duu(k)‖2 − η‖w(k)‖2. (3.58)

Подставим Ex(k + 1) из выражения (3.45), получим

H(x(k), w(k)) = (Ax(k) +Bww(k) +Buu(k))T Φ(Ax(k) +Bww(k) +Buu(k))−

− xT (k)ET ΦEx(k) + ‖Cx(k) +Dww(k) +Duu(k)‖2 − η‖w(k)‖2. (3.59)
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Учитывая, что u(k) = F2x(k), имеем

(Ax(k) +Bww(k) +BuF2x(k))T Φ(Ax(k) +Bww(k) +BuF2x(k))−

− xT (k)ET ΦEx(k) + ‖Cx(k) +Dww(k) +DuF2x(k)‖2 − η‖w(k)‖2. (3.60)

Вводя обозначение Θ = (AT ΦBu + CTDu)F2, последнее выражение можно за-

писать как

wT (k)M3w(k) + wT (k)((A+BuF2)
T ΦBw + (C +DuF2)

TDw)Tx(k)+

+ xT (k)((A+BuF2)
T ΦBw + (C +DuF2)

TDw)w(k)+

+ xT (k)(AT ΦA+ CTC − ET ΦE + FT
2 M2F2 + Θ + ΘT )x(k) (3.61)

С учетом (3.57) получаем

H(x(k), w(k)) = wT (k)M3w(k)−

− 2xT (k)((AT ΦBu + CTDu)M
−1
2 (BT

u ΦA+DT
u C))x(k) 6 0. (3.62)

Проведя суммирование слагаемых в выражении для H(x(k), w(k)), определен-

ным выражением (3.58), с k = 0 до k →∞, получим

∞∑
k=0

H(x(k), w(k)) = T (x(∞))− T (x(0)) +
∞∑
k=0

(‖z(k)‖2 − η‖w(k)‖2) 6 0.

Так как замкнутая система является устойчивой, то T (x(k)k→∞) =

xT (k)k→∞E
T ΦEx(k)k→∞ = 0, и так как Ex(0) = 0, получаем T (x(0)) =

xT (0)ET ΦEx(0) = 0, тогда

∞∑
k=0

(‖z(k)‖2 − η‖w(k)‖2) 6 0

и, следовательно,

sup
W∈L2

∑∞
k=0 ‖z(k)‖2∑∞
k=0 ‖w(k)‖2

6 η.

Так как замкнутая система P SF
cl ∈ H∞ p×m1, то для нее можно приме-

нить анизотропийную частотную теорему. Введем обозначения η = q−1 и
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Φ = q−1R̂. Тогда обобщенное алгебраическое уравнение Риккати (2.42)–(2.44)

для замкнутой системы (3.47)–(3.48) совпадает с уравнением (3.53). Неравен-

ство (3.52) совпадает с неравенством (2.41). Таким образом справедливо нера-

венство |||P SF
cl |||a 6 γ, что завершает доказательство теоремы.

Замечание 3.1. Рассмотрим предельный случай, при котором a→ +∞. Пре-

образуем выражение (3.52) следующим образом:

− ln
(
det(ηIm1

−BT
w ΦBw −DT

wDw)−1
)
> 2a+m1 ln(η − γ2). (3.63)

Так как ηIm1
− BT

w ΦBw −DT
wDw 6 ηIm1

, то неравенство (3.63) может быть

переписано в виде

− ln
(
det(η−1Im1

)
)
> 2a+m1 ln(η − γ2).

Откуда имеем

η 6
γ2

1− e−2a/m1

и

γ2 < η 6
γ2

1− e−2a/m1
. (3.64)

В случае, когда a→ +∞ из условия (3.64) получаем, что η → γ2, поэтому

неравенство (3.52) выполняется всегда и не требует проверки. Подставляя γ2

вместо η в уравнения (3.49)–(3.53), получаем условия для синтеза субопти-

мальногоH∞ управления. Откуда следует, что lim
a−→+∞

|||P SF
cl |||a = ‖P SF

cl ‖∞ 6 γ.

Пример 3.3. Рассмотрим численный пример. Пусть дескрипторная система

определяется следующими параметрами:

E =

 0.9 0

0 0

 , A =

 0.85 −0.3

0.1 0.3

 , Bw =

 −0.02

0

 ,
Bu =

 −0.1

0

 , C =
[

0.35 0.09
]
, Dw = 0.035, Du = 0.1.
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Легко видеть, что ранговое условие выполнено, т.е. rank (E) =

rank [ E Bw ] = 1. Система является причинной, но не является устойчивой

(ρ(E,A) = 1.0556).

Найдем управление по состоянию и по полной информации в виде uSF (k) =

F2x(k) для заданных значений средней анизотропии входного возмущения a и

для известной величины подавления γ, используя условия доказанной выше

теоремы. Результаты синтеза субоптимальных анизотропийных регулято-

ров, а также анализ качества подавления внешних возмущений в замкнутой

системе для различных регуляторов приведены в таблице 3.2.

3.2.3. Синтез субоптимального анизотропийного управления на ос-

нове выпуклой оптимизации

В данном разделе представим решение субоптимальной задачи анизотро-

пийного управления с использованием строгих матричных неравенств. Будем

рассматривать задачу субоптимального анизотропийного управления для си-

стемы (3.45)–(3.46) с Du = 0.

Рассмотрим закон управления в виде

u = F2x(k).

Тогда выражения для замкнутой системы запишутся как

Ex(k + 1) = (A+BuF2)x(k) +Bww(k), (3.65)

z(k) = Cx(k) +Dww(k) (3.66)

Учитывая предположение о том, что система (3.45) является регулярной, мы

можем найти две невырожденные матрицы W̃ и Ṽ , которые преобразуют ис-

ходную систему (3.45)–(3.46) к эквивалентной форме (1.13)–(1.15). Ниже будем

использовать следующие обозначения:

Ed = W̃EṼ , Ad = W̃AṼ , Bwd = W̃Bw, Bud = W̃Bu, Cd = CṼ , Dwd = Dw.
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Таблица 3.2. Результаты синтеза субоптимального анизотропийного

регулятора при полном измерении состояния для различных уровней средней

анизотропии

a 0.2 0.5 0.8

γ 0.050 0.055 0.060

|||P SF
cl |||a 0.0336 0.0422 0.0423

ρ(E,A+BuF2) 0.7611 0.7672 0.7631

γ2 0.0025 0.0030 0.0036

η 0.0042 0.0038 0.0041

Φ

 1.0468 0.7327

0.7327 0.5129


 1.0531 0.7372

0.7372 0.5160


 1.0489 0.7342

0.7342 0.5139


F2 [2.3498; -0.9] [2.2956; -0.9] [2.3319; -0.9]

ET ΦE

 0.8479 0

0 0


 0.8530 0

0 0


 0.8496 0

0 0


M2 0.0205 0.0205 0.0205

M3 −8.5629 · 10−4 −0.0014 −0.0020
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Для того, чтобы найти субоптимальный регулятор методами выпуклой оп-

тимизации, для замкнутой системы (3.65)–(3.66) необходимо применить тео-

рему 2.5 и выразить из переменных матрицу F2. Так как непосредственное

применение теоремы 2.5 приводит к нелинейным выпуклым ограничениям, то

получить регулятор с помощью алгоритмов не получится. Чтобы обойти этот

недостаток, рассмотрим систему, двойственную к (3.65)–(3.66), которая будет

имеет следующую реализацию в пространстве состояний:

ETx′(k + 1) = (A+BuF )Tx′(k) + CTw′(k), (3.67)

z′(k) = BT
w x
′(k) +DT

ww
′(k), (3.68)

Следует отметить, что дляH2 иH∞ норм в линейных системах выполняется

условие двойственности, т.е. H2 и H∞ нормы исходной и двойственной систем

совпадают. К сожалению, анизотропийная норма подобным свойством не обла-

дает, однако в случае когда m1 6 p, требования, предъявляемые к величине

анизотропийной нормы исходной замкнутой системы, могут быть выполнены и

для системы, двойственной к ней.

Такая возможность согласуется с асимптотическим поведением анизотро-

пийной нормы [265]:

|||P|||a
∣∣∣
a→+0

=
1
√
m1
‖P‖2

(
1 +

√
a

(
‖P‖4

4

‖P‖4
2

− 1

m1

)
+ o(
√
a)

)
, (3.69)

|||P|||a
∣∣∣
a→+∞

= ‖P‖∞
(

1− 1

2
exp

(
− 2

m1
(a+ J + o(1))

))
, (3.70)

где J = − 1
4π

∫ π
−π ln det

(
Im1
− ‖P‖−2

∞ P̂∗(ω)P̂(ω)
)
dω – энтропийный интеграл.

Из выражений (3.69) и (3.70) следует, что при m1 6 p справедливо неравен-

ство |||Pcl|||a 6 |||P ′cl|||a как при a → +0, так и при a → +∞. Кроме того, исхо-

дя из вида графика анизотропийной нормы системы в зависимости от уровня

средней анизотропии входного возмущения и на основе ряда вычислительных

экспериментов, можно выдвинуть гипотезу о том, что взаимное расположение
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анизотропийных норм сопряженных систем в случае m1 6 p сохраняется на

всем интервале a ∈ [0; +∞).

Отметим, что если p = m1, анизотропийные нормы двойственной и исходной

систем равны, т.е. |||Pcl|||a = |||P ′cl|||a.

Теорема 3.4. Рассмотрим систему (3.45)–(3.46). Предположим, что

rank (ET ) = rank
[
ET CT

]
и m1 6 p. Для заданных числа γ > 0 и

уровня средней анизотропии входной возмущающей последовательности W

A(W ) = a > 0 замкнутая система P SF
cl является допустимой, а ее ани-

зотропийная норма удовлетворяет неравенству |||P SF
cl |||a < γ, если найдутся

такие матрицы L ∈ Rr×r, L > 0, Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r),

Z ∈ Rn×m2, Ψ ∈ Rm1×m1, и число η > γ2, для которых справедливы неравенства

Λ11 ΛT
21 ΛT

31 ΛT
41 0

Λ21 Λ22 ΛT
32 Λ21 ΛT

52

Λ31 Λ32 −ηIp Λ31 ΛT
53

Λ41 ΛT
21 ΛT

31 −(Q+QT ) 0

0 Λ52 Λ53 0 −Im1


< 0, (3.71)

η − (e−2a det(Ψ))1/p < γ2, (3.72)Ψ− ηIp + CdΘC
T
d DT

wd

Dwd −Im1

 < 0, (3.73)

где

Λ11 = −1

2
Q− 1

2
QT , Λ21 = AdΓ

T +BudZ
T ΩT ,

Λ31 = CdΓ
T , Λ41 = L−Q− 1

2
QT ,

Λ22 = ΠAT
d + AdΠ

T + ΦZBT
ud +BudZ

T ΦT −Θ,

Λ52 = BT
wd, Λ53 = DT

wd, Λ32 = CdΠ
T .

Остальные обозначения определяются по формулам

Θ =

 L 0

0 0

, Π =

 0 0

0 S

, Φ =

 0 0

0 In−r

, Ω =
[
Ir 0

]
, Γ =

[
Q R

]
.
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Тогда допустимый регулятор в форме статической обратной связи по состо-

янию может быть найден по формуле:

F2 = ZT

 Q−T 0

−S−TRTQ−T S−T

 Ṽ −1. (3.74)

Доказательство. Покажем, что регулятор, который решает поставленную за-

дачу субоптимального анизотропийного управления для системы во второй эк-

вивалентной форме, также решает эту задачу для исходной системы. Учитывая

свойство инвариантности передаточной функции относительно преобразования

координат, имеем

P SF
cl (z) = CṼ Ṽ −1(zE − A−BuF2)

−1W̃−1W̃Bw +Dw =

= CṼ (zW̃EṼ − W̃AṼ − W̃BuF2Ṽ )−1W̃Bw +Dw =

= Cd(zEd − Ad −BudFd)
−1Bwd +Dwd,

где Fd = F2Ṽ .

Предположим, что неравенства (3.71)–(3.73) справедливы. Тогда из блока

(1,1) в левой части неравенства (3.71) следует, что матрица Q является обрати-

мой. Также предположим, что матрица S является невырожденной. Если это

не выполнено, то всегда можно найти такое число ε ∈ (0; 1), что неравен-

ство (3.71) выполнено для матрицы S = S + εIn−r. Таким образом, мы можем

использовать матрицу S вместо S. Заменяя переменную Z на введенное обо-

значение

 Q R

0 S

FT
d в (3.71), получаем условия анизотропийной частотной

теоремы для системы, двойственной к (3.45)–(3.46). Таким образом, согласно

анизотропийной частотной теореме, замкнутая система (3.47)–(3.48) является

допустимой, а ее анизотропийная норма ограничена числом γ.

Если задача управления разрешима, то условия теоремы 2.5 выполнены

для системы (3.45)–(3.46). Эти условия также справедливы для двойственной

системы. Используя линейную замену переменных

 Q R

0 S

FT
d = Z, из ко-
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торой следует, что
[
Q R

]
FT
d =

[
Ir 0

]
Z и

 0 0

0 S

FT
d =

 0 0

0 In−r

Z,
получаем неравенство (3.71).

Ранее было показано, что матрицы Q и S являются обратимыми. Таким

образом, статическая обратная связь Fd для замкнутой системы, записанной во

второй эквивалентной форме определяется выражением

Fd = ZT

 Q−T 0

−S−TRTQ−T S−T

 .
Путем обратной замены переменных получаем F2 для системы (3.47)–(3.48) в

форме (3.74).

Замечание 3.2. Для поиска минимального значения γ необходимо решить

следующую оптимизационную проблему: необходимо найти ξ∗ = min ξ на

множестве переменных {L, Q, R, S, Z, Ψ, η, ξ}, удовлетворяющих системе

неравенств (3.71)–(3.73). Здесь ξ = γ2.

Проиллюстрируем эффективность метода на численном примере.

Пример 3.4. Пусть параметры системы равны:

E =



0.3 0.5 0.1 0 0.5

0.7 0.8 3.3 0 0.6

0.6 0.8 0.3 0 0.8

0.7 0.5 0.9 0 1

0.6 0.7 0.3 0 0.4


, A =



0.3 0.5001 0.1002 0.0005 0.5006

0.7 0.7941 3.2909 0.0006 0.6002

0.6 0.8 0.2999 0.0008 0.8004

0.7 0.4989 0.8978 0.001 1.0003

0.6 0.7 0.2998 0.0004 0.4013


,

Bu =



0.0003 −0.0002

−0.0058 0.0019

0.0002 −0.0013

−0.0013 −0.0015

0.0001 0.0017


, Bw = 10−3



0.1 −0.125

0.2333 0.2

0.2 0.2

0.2333 0.125

0.2 0.175


,
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Таблица 3.3. Результаты синтеза управления для разных уровней анизотропии

a 0 0.1 0.2 0.5

|||P SF
cl |||a 0.2739 0.3266 0.3430 0.3662

ρ(E,A+B2F2) 0.9999 0.9998 0.9998 0.9998

a 0.7 1 2 4.5

|||P SF
cl |||a 0.3711 0.3796 0.3855 0.3866

ρ(E,A+B2F2) 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998

C =

 1 1 0 0 0

0 2 0 0 0

 , D1 =

 0.1 0.2

0.1 0.3

 .
Система не является причинной (deg det(zE−A) = 3, rank (E) = 4), а также

не является устойчивой (ρ(E,A) = 1.000). Результаты синтеза управления

представлены в таблице 3.3.

3.2.4. Синтез модального управления с анизотропийным критерием

качества

Задача модального управления для дескрипторных систем решалась в раз-

личных работах [116, 137, 231]. Задание области расположения конечных по-

люсов линейной системы — это известная техника для получения желаемого

вида переходных процессов. Методы выпуклой оптимизации позволяют с од-

ной стороны задать желаемую область расположения конечных полюсов де-

скрипторной системы, а с другой стороны — позволяют налагать дополнитель-

ные критерии на систему. Ниже рассмотрим одну из таких задач — задачу

анизотропийного субоптимального управления по состоянию с заданной обла-

стью расположения конечных полюсов замкнутой системы. Выше нами было

рассмотрено понятие D–допустимости дескрипторной системы. Рассмотрим те-

перь постановку задачи модального управления с анизотропийным критерием
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качества.

Задача 3.5. Для системы (3.45)–(3.46) и заданных чисел a > 0 и γ > 0

требуется найти закон управления в виде статической обратной связи по

состоянию

u(k) = F2x(k), (3.75)

при котором замкнутая система

1. является D–допустимой;

2. ее анизотропийная норма для заданного a не превосходит величины γ,

т.е.

|||Pcl|||a < γ,

где Pcl(z) = C(zE − A − BuF2)
−1Bw + Dw — передаточная функция за-

мкнутой системы.

Теорема 3.5. Предположим, что

rankE = rank [E Bwd ].

Пусть область D — диск с центром в начале координат комплексной плос-

кость с радиусом 0 < ω < 1. Для заданных чисел γ > 0, 0 < ω < 1 и a > 0

разомкнутая система (3.45)–(3.46) при u(k) = 0 является D–допустимой

с обобщенным спектральным радиусом ω, а ее анизотропийная норма огра-

ничена сверху числом γ, т.е. |||P |||a < γ, если существуют такие матрицы

L ∈ Rr×r, L > 0, Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r), X = XT ∈ Rn×n,

X > 0 и скалярная переменная η > γ2, для которых выполняются неравенства

η − (e−2a det(ηIm1
−BT

wdΘBwd −DT
wdDwd))

1/m1 < γ2, (3.76)
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Φ11 ΓAd ΓBwd ΦT
41 0

AT
d ΓT Φ22 ΠBwd AT ΓT ΦT

52

BT
wdΓ

T BT
wdΠ

T −γ2Im1
BT
wdΓ

T ΦT
53

Φ41 ΓAd ΓBwd −Q−QT 0

0 Φ52 Φ53 0 −Ip


< 0, (3.77)

 −ω2X 0

0 X

+ He

 Ad

−Ed

Gf
 < 0, (3.78)

где

Φ11 = −1
2Q−

1
2Q

T , Φ22 = ΠAd + AT
d ΠT −Θ,

Φ41 = L−Q− 1
2Q

T , Φ52 = Cd + αCdΠAd,

Φ53 = Dwd + αCdΠBwd,

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Γ =
[
Q R

]
,

G =

 QT 0

RT ST

 (3.79)

и

f =

 0 0 Ir 0

0 In−r 0 0

 . (3.80)

Скалярный параметр α > 0 предполагается достаточно большим.

Доказательство. Доказательство ограниченности анизотропийной нормы

напрямую следует из теоремы 2.5. Нам необходимо доказать, что неравен-

ство (3.78) гарантирует нахождение конечных полюсов разомкнутой системы

внутри D–области, определяемой радиусом ω.

Предположим, что разомкнутая система (3.45)–(3.46) с u(k) = 0 являет-

ся D–допустимой с областью D, определяемой радиусом ω, тогда неравенство

(1.47) является справедливым для некоторой матрицы X.
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Умножая слева и справа выражение (1.47) на матрицы W и W
T соответ-

ственно, получаем

− ω2WEXETW
T

+WAXATW
T
< 0. (3.81)

ПустьX = V XV
T . Такое представление сделать возможно для любой невы-

рожденной матрицы V . Пусть также матрицы W и V выбраны таким образом,

что при умножении слева и справа (3.45) на W и V соответственно, систе-

ма преобразуется ко второй эквивалентной форме. Принимая это во внимание,

неравенство (3.81) можно переписать в виде

− ω2EdXE
T
d + AdXA

T
d < 0. (3.82)

Заметим также, что пара (E,A) является допустимой. Откуда следует об-

ратимость матрицы A22. Введем обозначения:

W =

 Ir −A12A
−1
22

0 In−r

 , V =

 Ir 0

−A−1
22 A21 A−1

22

 ,
Представим новую матрицу X̂ = WXVT и умножим слева и справа выра-

жение (3.82) на матрицы W и V соответственно. В результате получаем, что

− ω2

 Ir 0

0 0

 X̂
 Ir 0

0 0

+

 Â 0

0 In−r

 X̂
 ÂT 0

0 In−r

 < 0, (3.83)

где Â = A11 − A12A
−1
22 A21.

Пусть матрица X̂ разделена на блоки X̂ =

 X̂11 X̂12

X̂T
12 X̂22

 , где X̂11 ∈ Rr×r.

Из неравенства (3.83) следует, что X̂11 > 0. Тогда неравенство (3.83) спра-

ведливо, если

− ω2X̂11 + ÂX̂11Â
T < 0, (3.84)

X̂22 < 0. (3.85)

130



Остановимся подробнее на неравенстве (3.84). Оно является строгим, поэто-

му существует достаточно малый скаляр µ, для которого справедливо

− ω2X̂11 + ÂX̂11Â
T + µω2A12A

T
12 < 0. (3.86)

Введем следующие матрицы:

Y =

 0 0 Ir 0

0 In−r 0 0

T

,

Z =

 AT
11 AT

21 −Ir 0

AT
12 In−r 0 0

 .
Можно проверить, что

NY =

 Ir 0 0 0

0 0 0 In−r

T

,

NZ =

 Ir −A12 Â 0

0 0 0 In−r

T

определяют базисы ядер матриц Y и Z соответственно. С учетом (3.86) спра-

ведливы следующие неравенства: NYΥNT
Y < 0,

NT
Z ΥNZ < 0,

(3.87)

где

Υ =


−ω2X̂11 −µω2A12 0 0

−µω2AT
12 −µω2In−r 0 0

0 0 X̂11 0

0 0 0 −µIn−r

 .
Согласно лемме о проекции [241], существует такая матрица G, для которой

Υ + He (ZTGYT ) < 0 (3.88)
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или
−ω2X̂11 0 0 0

0 −µω2In−r 0 0

0 0 X̂11 0

0 0 0 −µIn−r

+

+ He

ZT

 0 0

0 −µω2In−r

+ G

YT

 < 0. (3.89)

Введем обозначение

G =

 0 0

0 −µω2In−r

+ G

и

X =

 X11 X12

XT
12 X22

 =

 −ω2X̂11 0

0 −µω2In−r

 .
Тогда неравенство (3.89) можно переписать в виде: −ω2X 0

0 X

+ ZTGYT + YGZ < 0. (3.90)

Наконец, необходимо доказать, что матрица G является невырожденной.

Если G вырождена, то существует такой ненулевой вектор c =
[
c1 c2

]
, для

которого Gc = 0. Пусть c1 ∈ Rr. Тогда умножение слева и справа неравенства

(3.90) на
[

0 c2 c1 0
]
и его транспонирование дает нам −c2X22c

T
2 +c1X11c

T
1 <

0, что противоречит условиям X11 > 0 и X22 < 0.

Выбирая в качестве G = G и (3.79) и подставляя их в (3.90), получаем нера-

венство (3.78). Заметим также, что D–допустимость является более сильным

свойством по отношению к обычной допустимости. Учитывая, что неравенство

(3.77) гарантирует допустимость системы, выбор переменной в виде (3.79) не

противоречит (3.77).
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Задача синтеза 3.5 решается подобно стандартной задаче анизотропийного

управления, рассмотренной в теореме 3.4 с использованием двойственной си-

стемы. Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.6. Пусть область D — диск с центром в начале координат ком-

плексной плоскость с радиусом 0 < ω < 1. Для заданных чисел γ > 0,

0 < ω < 1 и a > 0 задача 3.5 разрешима, если найдутся такие числа η > γ2,

ε1 > 0, ε2 > 0 и матрицы X = XT ∈ Rn×n, X > 0, Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r),

S ∈ R(n−r)×(n−r), L ∈ Rr×r, L > 0 и Z ∈ Rn×m2, для которых справедливо

выполнение неравенств

η − (e−2a det(ηIp − CdΘCT
d −DwdD

T
wd))

1/p < γ2, (3.91) −ω2X 0

0 X

+ He

 Ad

−Ed

G+

 Bud

0

ZT

f

 < 0, (3.92)



Λ11 ΛT
21 ΛT

31 ΛT
41 0

Λ21 Λ22 ΛT
32 Λ21 ΛT

52

Λ31 Λ32 −ηIp Λ31 ΛT
53

Λ41 ΛT
21 ΛT

31 −(Q+QT ) 0

0 Λ52 Λ53 0 −Im1


< 0, (3.93)

где

Λ11 = −1
2Q−

1
2Q

T , Λ21 = AdΓ
T +BudZ

T ΩT ,

Λ31 = CdΓ
T , Λ41 = L−Q− 1

2Q
T ,

Λ22 = ΠAT
d + AdΠ

T + ΦZBT
ud +BudZ

T Φ−Θ,

Λ32 = CdΠ
T , Λ52 = BT

wd, Λ53 = DT
wd,

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Φ =

 0 0

0 In−r

 ,
Ω =

[
Ir 0

]
, Γ =

[
Q R

]
.

133



Матрицы G и f определяются из выражений (3.79) и (3.80) соответственно.

Закон управления можно получить в виде:

F2 = ZT

 Q−T 0

−S−TRTQ−T S−T

V −1
. (3.94)

Доказательство. Представим замену переменных Q R

0 S

FT
d = Z. (3.95)

Из выражения (3.95) следует, что

[
Q R

]
FT
d =

[
Ir 0

]
Z и

 0 0

0 S

FT
d =

 0 0

0 In−r

Z.
Учитывая линейную замену переменных (3.95) и подставляя ее в неравен-

ство (3.78), получаем (3.92) для замкнутой системы (3.67)–(3.68). Аналогично,

подстановка (3.95) в (3.77) дает нам блоки Λ21 и Λ22 в неравенстве (3.93), кото-

рые совпадают с условиями теоремы 3.5 для разомкнутой системы (3.67)–(3.68).

Таким образом, согласно теореме 3.5, замкнутая система (3.45)–(3.46) является

D–допустимой, а ее анизотропийная норма для заданного a ограничена сверху

числом γ.

Кроме того из выполнения неравенства (3.93) следует обратимость матрицы

Q. Обратимость матрицы S гарантируется выполнением (3.92). Таким образом,

коэффициенты регулятора Fd определяются по формуле

Fd = ZT

 Q−T 0

−S−TRTQ−T S−T

 .
Заметим, что Fd = F2V . Из последнего уравнения следует, что F2 определяется

в форме (3.94).

Пример 3.5. Пусть дескрипторная система имеет следующие параметры:
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E =


3 0 2 −5

0 3 −2 2

2 2 0 −2

2 −4 4 −6

 , A =


4.7 −3.25 −0.7 0

0.8 0.4 −6.4 2.6

1 −1.9 −5.4 2.4

−0.6 −2.7 5.4 −2.8

 ,

B2 =


0

0

1

1

 , B1 =


3.2 −3.5

2.5 −7.9

3.8 −7.6

−1.2 8.2

 , C =
[

1 1 0 −1
]
, D1 =

[
1.2 1.3

]
.

Система, рассматриваемая в примере, является причинной, но не явля-

ется устойчивой. Конечные собственные значения системы равны {λ1, λ2} =

{1.2523; 0.5994}.

В качестве цели рассмотрим синтез допустимого регулятора в форме

статической обратной связи по состоянию, минимизирующего параметр γ

для замкнутой системы для внешнего возмущающего воздействия с уровнем

средней анизотропии a = 0.2, при котором все конечные собственные значе-

ния замкнутой системы будут лежать внутри круга радиуса ω = 0.5.

Параметры искомого регулятора равны

F
(1)
2 =

[
−2.9193 3.4906 −3.8471 2.3996

]
.

Легко проверить, что замкнутая система является допустимой, а ее ко-

нечные собственные значения равны

{λ(1)
1 , λ

(1)
2 } = {−0.4744; 0.4997}.

При этом анизотропийная норма замкнутой системы равна

|||P (1)
cl |||a = 4.4558.

Решение задачи минимизации параметра γ для замкнутой системы при

управлении по состоянию без ограничений расположение конечных полюсов
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замкнутой системы дает следующий результат:

F
(2)
2 =

[
−6.2855 5.7999 12.8111 −6.0253

]
.

При этом конечные полюсы замкнутой системы равны

{λ(2)
1 , λ

(2)
2 } = {0.1443; 0.6134},

а анизотропийная норма замкнутой системы

|||P (2)
cl |||a = 4.1198.

Решение задачи синтеза допустимого модального регулятора без анизо-

тропийного критерия дает следующие параметры регулятора [231]

F
(3)
2 =

[
−3.0863 4.6807 −1.8345 1.2492

]
.

Конечные полюсы замкнутой системы равны

{λ(3)
1 , λ

(3)
2 } = {0.0001; 0.4532},

а величина анизотропийной нормы равна

|||P (3)
cl |||a = 4.9568.

Таким образом, полученные условия позволяют одновременно эффективно

управлять быстродействием замкнутой системы и обеспечивать нужный

запас устойчивости с наилучшим подавлением внешних возмущений в смысле

анизотропийной нормы.

Вычислительный пример показывает, что использование одного из крите-

риев — минимизация анизотропийной нормы замкнутой системы или синтез

модального управления — может не удовлетворять требованиям разработчика

системы управления. Применение обоих критериев может существенно улуч-

шить чувствительность системы к внешним возмущающим воздействиям при

заданном быстродействии и запасе устойчивости.
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Выводы к главе 3

В данной главе были поставлены и решены задачи оптимального и субоп-

тимального анизотропийного управления для дескрипторных систем с точно

известными параметрами. В случае оптимального управления решены задачи

при полном и неполном измерении вектора состояния. В обоих случаях решение

состоит в поиске параметров наихудшего формирующего фильтра и преобра-

зования задачи синтеза анизотропийного регулятора к взвешенной H2 задаче

оптимального управления. В отличие от задачи анализа, рассмотренной в главе

2, задача синтеза не может быть тривиальным образом сведена к аналогичной

задаче для эквивалентной обыкновенной системы. В случае управления по со-

стоянию, оптимальный анизотропийный регулятор может быть вычислен из

решения связанных между собой двух обобщенных алгебраических уравнений

Риккати, одного обобщенного уравнения Ляпунова и нелинейного уравнения

относительно логарифма детерминанта положительно определенной матрицы.

В случае же управления по выходной переменной необходимо провести кауза-

лизацию исходной дескрипторной системы.

К сожалению, поиск оптимальных анизотропийных регуляторов приводит к

необходимости решать системы матричных нелинейных уравнений. В частно-

сти, в задаче синтеза оптимального анизотропийного регулятора по состоянию

возникает необходимость решать обобщенные алгебраические уравнения Рик-

кати. В настоящее время численные методы решения обобщенных алгебраиче-

ских уравнений Риккати развиты плохо. Постановка и решение субоптималь-

ных задач являются более привлекательными с точки зрения поиска численных

решений, поскольку используются хорошо развитые в настоящий момент мето-

ды выпуклой оптимизации. В данном случае были получены решения субоп-

тимальных задач управления при полном измерении вектора состояния. Такое

ограничение связано с невозможностью построить строго неупреждающий ре-

гулятор по выходу для дискретной дескрипторной системы. Были поставлены
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и решены как анизотропийная субоптимальная задача, так и задача с ограни-

чением на расположение конечных собственных значений замкнутой системы.

В обоих случаях были получены строгие выпуклые условия, которые легко ал-

горитмизуются и являются вычислительно эффективными.
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Глава 4. Анизотропийный анализ и синтез ани-

зотропийных регуляторов для парамет-

рически неопределенных дескриптор-

ных систем

Интерес в исследовании робастной устойчивости и синтеза робастного

управления дескрипторными системами с параметрическими неопределенно-

стями появился в последние годы. Это связано с тем, что неопределенности

всегда присутствуют в реальных системах, что приводит к снижению качества

управления и даже потере устойчивости в тех случаях, когда закон управления

не учитывает влияние возможных неопределенностей. В настоящей главе будут

рассмотрены задачи робастного анализа и синтеза робастных законов управле-

ния для дескрипторных систем с анизотропийным функционалом качества.

4.1. Общая постановка задачи анализа и управления

Пусть дескрипторная система задана в пространстве состояний в следующем

виде:

Ex(k + 1) = A∆x(k) +B∆ww(k) +B∆uu(k), (4.1)

y(k) = C∆x(k) +D∆ww(k), (4.2)

где x(k) ∈ Rn — состояние системы, w(k) ∈ Rq — случайная стационарная

последовательность с ограниченным уровнем средней анизотропии A(W ) 6 a,

y(k) ∈ Rp — выход системы, u(k) ∈ Rm — управление. Матрица E является
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вырожденной, т.е. rank (E) = r < n.

Матрицы системы представимы в следующем виде: A∆ = A + MA∆NA,

B∆w = Bw + Mw
B∆Nw

B , B∆u = Bu + Mu
B∆Nu

B, C∆ = C + MC∆NC , D∆w =

Dw+MD∆ND. Здесь матрица ∆ ∈ Rs×s — неизвестная матрица с ограниченной

нормой ∆T ∆ 6 Is.

Предполагается также, что для всех возможных неопределенностей система

(4.1)–(4.2) является регулярной: ∀∆ ∃λ 6= 0 : det(λEd −Ad
∆) 6= 0. В противном

случае можно применить различные техники регуляризации системы, описан-

ные, например, в [91, 92, 93].

Введем понятия робастной устойчивости и робастной допустимости де-

скрипторной системы:

Определение 4.1. Дескрипторная система с реализацией в пространстве со-

стояний (4.1)–(4.2) является робастно устойчивой (робастно допустимой),

если она является устойчивой (допустимой) при всех значениях ∆ из мно-

жества ∆T ∆ 6 Is.

Определение 4.2. Система с реализацией в пространстве состояний (4.1)–

(4.2) является робастно стабилизируемой, если существует закон управле-

ния в форме статической обратной связи по состоянию f(k) = Fstx(k), при

котором пара матриц (E,Ad
∆ +Bd

uFst) робастно устойчива.

Определение 4.3. Пара матриц (Ed, Ad
∆) называется робастно допустимой

(D–допустимой), если она является причинной, устойчивой, а все конечные

собственные значения пучка матриц (λEd − Ad
∆) лежат внутри единичного

круга (внутри области D из единичного круга) комплексной плоскости для

всех ∆ из заданного множества.

Система (4.1)–(4.2) преобразуется во вторую эквивалентную форму с

использованием следующих обозначений

Ad = WAV , Bwd = WBw =

 Bd
w1

Bd
w2

 , Bud = WBu, Cd = CV =
[
Cd

1 Cd
2

]
,
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Dwd = Dw, Md
A = WMA, N

d
A = NAV , M

wd
B = WMw

B =

 Mwd
B1

Mwd
B2

 , Nwd
B = Nw

B ,

Mud
B = WMu

B, N
ud
B = Nu

B, M
d
C = MC , N

d
C = NCV =

[
Nd
C1 Nd

C2

]
,

Предположим, что

rank
(
ET
)

= rank
[
ET , CT , NT

C

]
, (4.3)

rank (E) = rank [E,Bw,M
w
B ] . (4.4)

Введем определение анизотропийной нормы для системы с неопределенно-

стями.

Определение 4.4. Пусть выход Y определяется выражением Y = P∆W, где

P∆ — оператор системы, задаваемой уравнениями (4.1)–(4.2). Анизотропий-

ной нормой системы с параметрическими неопределенностями будем назы-

вать норму оператора P∆, определяемую следующим соотношением:

|||P∆|||a = sup
∆:∆T ∆6Is

sup
W∈A(W )6a

‖Y ‖P
‖W‖P

.

Ниже будут рассмотрены следующие задачи:

Задача 4.1. Для системы с реализацией в пространстве состояний (4.1)–

(4.2) и ограниченных по норме неопределенностей требуется проверить свой-

ство робастной допустимости и выполнение ограниченности анизотропий-

ной нормы системы в виде:

|||P∆|||a < γ

для известных числовых значений a > 0 и γ > 0.

Задача 4.2. Для системы с реализацией в пространстве состояний (4.1)–

(4.2) и известного уровня средней анизотропии входного возмущения A(W ) 6

a, (a > 0) требуется построить закон управления u(k) = Kx(k), который

делает систему робастно допустимой (D–допустимой) и гарантирует огра-

ниченность анизотропийной нормы оператора замкнутой системы γ > 0.
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4.2. Анизотропийный анализ дескрипторных систем с

неопределенностями

При решении задачи анализа предполагаем, что управление на входе отсут-

ствует, т.е. u(k) ≡ 0. Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.1. [40] Для заданных чисел a > 0 и γ > 0 система (4.1)–(4.2) яв-

ляется робастно допустимой, а ее анизотропийная норма ограничена числом

γ, т.е.

|||P∆|||a < γ,

если существуют такие числа η > γ2, ε1 > 0, ε2 > 0 и матрицы Q ∈ Rr×r,

R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r),Ψ ∈ Rq×q, L ∈ Rr×r, L > 0, Υ ∈ Rr×r, Υ > 0,

которые удовлетворяют следующим ограничениям

ΥL = Ir, (4.5)

η − (e−2a det(Ψ))1/m1 < γ2, (4.6) f + ε1N
T
1 N1 M1

MT
1 −ε1I2s

 < 0, (4.7)

 Σ + ε2N
T
2 N2 M2

MT
2 −ε2I4s

 < 0. (4.8)

Здесь

f =


Ψ− ηIm1

DT
wd

(
Bd
w1

)T

Dwd −Ip 0

Bd
w1 0 −Υ

 ,

M1 =


0 0

MD 0

0 Mwd
B1

 , N1 =

ND 0 0

Nwd
B 0 0

 ,
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Σ =



−1
2Q−

1
2Q

T ΓAd ΓBwd LT −QT − 1
2Q 0

AT
d ΓT ΠAd + AT

d ΠT −Θ ΠBwd AT
d ΓT CT

d

BT
wdΓ

T BT
wdΠ

T −ηIq BT
wdΓ

T DT
wd

L−Q− 1
2Q

T ΓAd ΓBwd −Q−QT 0

0 Cd Dwd 0 −Ip


(4.9)

M2 =



ΓMd
A ΓMwd

B 0 0

ΠMd
A ΠMd

B 0 0

0 0 0 0

ΓMd
A ΓMwd

B 0 0

0 0 Md
C MD


, N2 =


0 Nd

A 0 0 0

0 0 Nwd
B 0 0

0 Nd
C 0 0 0

0 0 ND 0 0

,

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Γ =
[
Q R

]
.

Доказательство. Согласно предположениям (4.3) и (4.4) получаем, что

Bw2 = 0 и C2 = 0. Можно проверить, что в выражении (2.94) αCdΠAd = 0

и αCdΠBwd = 0. Рассмотрим неравенство (2.93) из теоремы 2.5. Учитывая,

ранговое ограничение (4.4) и Bw2 = 0, выражение BT
∆wΘB∆w перепишется в

виде:

BT
∆wΘB∆w =

[ (
Bw1 +Mwd

B ∆Nwd
B

)T
0
] L 0

0 0

 Bw1 +Mwd
B1∆Nwd

B

0

 =

=
(
Bw1 +Mwd

B1∆Nwd
B

)T
L(Bw1 +Mwd

B1∆Nwd
B ) > 0.

Обозначим B∆w1 = Bw1 + Mwd
B1∆Nwd

B . Тогда неравенство (2.93) для системы

(4.1)–(4.2) приобретает вид:Ψ− ηIq + (B∆w1)
T LB∆w1 DT

∆w

D∆w −Ip

 < 0.
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Применяя дополнение по Шуру к последнему неравенству и учитывая обозна-

чение Υ = L−1, имеем 
Ψ− ηIm1

DT
∆w (B∆w1)

T

D∆w −Ip 0

B∆w1 0 −Υ

 < 0. (4.10)

Запишем неравенство (4.10) в развернутой форме. Получим:
Ψ− ηIq (Dwd +MD∆ND)T (Bw1 +Mwd

B1∆Nwd
B )T

Dwd +MD∆ND −Ip 0

Bw1 +Mwd
B1∆Nwd

B 0 −Υ

 < 0 (4.11)

или

f + He (M1∆N1) < 0. (4.12)

Используя дополнение по Шуру и лемму Петерсена, неравенство (4.12) пе-

реписывается в виде (4.33).

Преобразуем теперь выражение (2.94):

Σ + He (M2∆N2) < 0. (4.13)

Аналогичным образом, применяя лемму Петерсена и дополнение по Шуру к

неравенству (4.13), получаем

Σ +
1

ε2
M2M

T
2 + ε2N

T
2 N2 < 0,

Σ + ε2N
T
2 N2 −M2(−ε2I)−1MT

2 < 0,Σ + ε2N
T
2 N2 M2

MT
2 −ε2I

 < 0.

Последнее неравенство совпадает с (4.42). Выражение (4.32) эквивалент-

но (2.92), что завершает доказательство.

Взаимнообратные матрицы могут быть найдены с помощью алгоритма, опи-

санного в [2]. Тогда алгоритм оценки верхней границы анизотропийной нормы

системы с неопределенностями можно сформулировать следующим образом.
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Алгоритм 4.1.

Шаг 1. Задаем j = 0, выбираем матрицы G1 = GT
1 ∈ Rn×n и G2 = GT

2 ∈

Rn×n.

Шаг 2. Решаем оптимизационную задачу

{λ∗, ξ∗} = min{λ+ ξ}

на множестве

{η, ξ, λ, Φ, Ψ, Π, Y, ε1, ε2}

при ограничениях (5.74)–(5.76) и

[
In G1

] Φ In

In Π

 In

G1

+

+
[
G2 In

] Φ In

In Π

 G2

In

− λI2n < 0, (4.14)

 −Φ In

In −Π

− λI2n < 0. (4.15)

Шаг 3. Если λ∗ < δ, где δ — заданная точность вычисления, тогда

|||P∆|||a ≈
√
ξ∗,

алгоритм останавливается, иначе переходим на следующий шаг.

Шаг 4. Задаем G1 = −Π−1
j , G2 = −Φ−1

j , j = j + 1. Переходим на шаг 2.

Условия, сформулированные в теореме 4.1 являются невыпуклыми. Это при-

водит к проблеме поиска взаимнообратных матриц, увеличения числа перемен-

ных и времени вычисления. Избавиться от невыпуклости поможет следующий

прием. Рассмотрим неравенство
Ψ− ηIq ? ?

Dwd +MD∆ND −Ip ?

Bw1 +Mwd
B1∆Nwd

B 0 −L−1

 < 0 (4.16)

145



Введем невырожденную матричную переменную H ∈ Rr×r и умножим нера-

венство (4.16) слева и справа на матрицу


I 0 0

0 I 0

0 0 H

 и ее транспонированную

соответственно. Получим:
Ψ− ηIq ? ?

Dwd +MD∆ND −Ip ?

HBw1 +HMwd
B1∆Nwd

B 0 −HL−1HT

 < 0. (4.17)

Заметим также, что L > 0. Тогда из выполнения неравенства

−(H − L)TL−1(H − L) 6 0

следует, что −HL−1HT 6 −H − HT + L. Таким образом, теорему 4.1 можно

переформулировать следующим образом.

Теорема 4.2. [44] Для заданных чисел a > 0 и γ > 0 система (4.1)–(4.2) яв-

ляется робастно допустимой, а ее анизотропийная норма ограничена числом

γ, т.е. |||P∆|||a < γ, если существуют такие числа η > γ2, ε1 > 0, ε2 > 0 и

матрицы Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r),Ψ ∈ Rq×q, L ∈ Rr×r, L > 0,

H ∈ Rr×r, для которых справедливы матричные неравенства

η − (e−2a det(Ψ))1/q < γ2, (4.18) f + ε1N
T
1 N1 M1

MT
1 −ε1I2s

 < 0, (4.19)

 Σ + ε2N
T
2 N2 M2

MT
2 −ε2I4s

 < 0. (4.20)

Здесь

f =


Ψ− ηIq DT

wd (Bd
w1)

THT

Dwd −Ip 0

HBd
w1 0 −H −HT + L

 ,
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M1 =


0 0

MD 0

0 HMwd
B1

 , N1 =

ND 0 0

Nwd
B 0 0

 ,

Σ =



−1
2Q−

1
2Q

T ΓAd ΓBwd LT −QT − 1
2Q 0

AT
d ΓT ΠAd + AT

d ΠT −Θ ΠBwd AT
d ΓT CT

d

BT
wdΓ

T BT
wdΠ

T −ηIq BT
wdΓ

T DT
wd

L−Q− 1
2Q

T ΓAd ΓBwd −Q−QT 0

0 Cd Dwd 0 −Ip


(4.21)

M2 =



ΓMd
A ΓMwd

B 0 0

ΠMd
A ΠMwd

B 0 0

0 0 0 0

ΓMd
A ΓMwd

B 0 0

0 0 Md
C MD


, N2 =


0 Nd

A 0 0 0

0 0 Nwd
B 0 0

0 Nd
C 0 0 0

0 0 ND 0 0

,

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Γ =
[
Q R

]
.

Ниже рассмотрим вычислительную эффективность предложенных методов

при оценке верхней границы анизотропийной нормы неопределенной системы.

Пример 4.1. Рассмотрим гидравлическую систему с тремя баками, пред-

ставленную на рис. 4.1 [48]. Линеаризованная дискретная модель в простран-

стве состояний имеет вид:

Eq(k + 1) = Aq(k) +Buu(k) +Bξξ(k), (4.22)

y(k) = Cq(k) + 0.3η(k), (4.23)

где q(k) — вектор, представляющий объемы жидкости в баках, u(k) — поток,

создаваемый насосом, ξ(k) — случайное возмущение, воздействующее на объ-

ект управления, η(k) — шум измерений. Матрицы в уравнениях (4.22)–(4.23)
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Рис. 4.1. Гидравлическая система из трех баков.

имеют вид:

E =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

, A =


0.9692 0 0

0.0095 0.9867 0

1 2.3328 1

,

Bu =


0.056

0.003

0

, Bξ =


0.02

0.01

0

 , C =
[

0 1 0
]
,

Введем обозначение w = [ξ η]T . Тогда B1 =


0.02 0

0.01 0

0 0

 , D1 =
[

0 0.3
]
.

Пусть неопределенности выражаются через матрицы:

MA =
[

0.1 −0.01 0.03
]T

NA =
[

0.2 0.1 0.1
]
,

MB =
[

0.1 0 0
]T

NB =
[

0.1 0
]
, MC = 1,

NC =
[

0 0.1 0
]
, MD = 0, ND =

[
0 0

]
.
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Рис. 4.2. Анизотропийный анализ системы с использованием разных теорем.

Можно проверить, что система является робастно допустимой для всех

значений ∆ ∈ [−1; 1].

На рис. 4.2 синяя сплошная линия показывает результаты оценки анизо-

тропийной нормы на основе минимизации γ с использованием теоремы 4.2,

красная пунктирная линия представляет собой метод вычисления на осно-

ве результата с использованием взаимно обратных матриц из теоремы 4.1,

черная линия показывает точную верхнюю границу анизотропийной нормы

системы. Заметим, что точная верхняя граница анизотропийной нормы си-

стемы была вычислена следующим образом. Отрезок [−1; 1] был поделен на

сетку с шагом h = 10−3, для каждого узла сетки фиксировалось число ∆h,

после чего применялась процедура вычисления анизотропийной нормы с помо-

щью теоремы 2.5. Наибольшее значение, полученное на отрезке [−1; 1] пола-

галось точной границей анизотропийной нормы.

Как видно из рис. 4.2, теоремы 4.1 и 4.2 дают близкие результаты. При этом
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использование теоремы 4.2 является более предпочтительным с вычислитель-

ной точки зрения, т.к. в данном случае меньше число неизвестных переменных

и не нужен вычислительный цикл для поиска взаимнообратных матриц.

4.3. Синтез робастного анизотропийного управления для

систем с неопределенностью

Прежде чем перейти к решению задачи синтеза, предположим, что

A1. p 6 q;

A2. rankE = rank [E Bw MB ];

A3. rankET = rank [ET CT (NC)T ];

Внешнее возмущение w(k) предполагается случайной стационарной после-

довательностью с нулевым математическим ожиданием, уровнем средней ани-

зотропии которого ограничен известным неотрицательным числом a: A(W ) 6

a.

Результат, сформулированный ниже, получен на основе теоремы 4.2, так как

ее условия являются выпуклыми. Решение задачи синтеза также опирается на

использование двойственной системы и предположения о том, что анизотропий-

ная норма исходной системы при p 6 q не превосходит анизотропийную норму

двойственной ей системы.

Теорема 4.3. Задача синтеза робастного анизотропийного регулятора в виде

u(k) = Fx(k) для системы (4.1)–(4.2) для заданных чисел γ > 0 и a > 0

(A(W ) 6 a) разрешима, если существуют такие числа η > γ2, ε1 > 0, ε2 > 0

и матрицы Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r),Ψ ∈ Rp×p, L ∈ Rr×r,
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L > 0, H ∈ Rr×r, and Z ∈ Rn×m, для которых справедливы неравенства

η − (e−2a det(Ψ))1/p < γ2, (4.24) f + ε1N1N
T
1 MT

1

M1 −ε1I2s

 < 0, (4.25)

 Λ + ε2M
T
2 M2 N2

NT
2 −ε2I5s

 < 0. (4.26)

Здесь

f =


Ψ− ηIp Dwd Cd

1H

DT
wd −Iq 0

HT (Cd
1 )T 0 −H −HT + L

,

M1 =

 (MD)T 0 0(
Md

CH
)T

0 0

, N1 =


0 0

(ND)T 0

0
(
Nd
C1

)T

,

M2 =



0
(
Md

A

)T
0 0 0

0
(
Mud

B

)T
0 0 0

0 0
(
Md

C

)T
0 0

0
(
Mwd

B

)T
0 0 0

0 0 (Mw
D)T 0 0


,

N2 =



Γ
(
Nd
A

)T
ΩZ

(
Nud
B

)T
Γ
(
Nd
C

)T
0 0

Π
(
Nd
A

)T
ΦZ

(
Nud
B

)T
Π
(
Nd
C

)T
0 0

0 0 0 0 0

Γ
(
Nd
A

)T
ΩZ

(
Nud
B

)T
Γ
(
Nd
C

)T
0 0

0 0 0
(
Nwd
B

)T
(Nw

D)T


,
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Λ =



Λ11 ΛT
21 ΛT

31 ΛT
41 0

Λ21 Λ22 ΛT
32 Λ21 ΛT

52

Λ31 Λ32 −ηIp Λ31 ΛT
53

Λ41 ΛT
21 ΛT

31 −(Q+QT ) 0

0 Λ52 Λ53 0 −Iq


,

Λ11 = −1
2Q−

1
2Q

T , Λ21 = AdΓ
T +BudZ

T ΩT ,

Λ31 = CdΓ
T , Λ41 = L−Q− 1

2Q
T ,

Λ22 = ΠAT
d + AdΠ

T + ΦZBT
ud +BudZ

T ΦT −Θ,

Λ32 = CdΠ
T , Λ52 = BT

wd, Λ53 = DT
wd.

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Φ =

 0 0

0 In−r

 ,
Ω =

[
Ir 0

]
, Γ =

[
Q R

]
.

Закон управления можно найти по формуле

F = ZT

 Q−T 0

−S−TRTQ−T S−T

V −1
. (4.27)

Доказательство теоремы 4.3 аналогично доказательству теоремы 3.4 и по-

этому не приводится.

Заметим также, что теорема 4.3 дает достаточные условия существования

закона управления. Робастная допустимость замкнутой системы гарантирует-

ся за счет существования квадратичной функции Ляпунова, фигурирующей в

неявном виде в неравенстве (4.38).

Пример 4.2. Пусть параметры системы равны:

E =


2 1 0 3

0 1 0 0.5

1 2 0 −1

−2 3 0 0

, A =


2.02 0.99 3 3

0.02 0.97 0.5 1

1.04 1.95 −1 −1

−1.94 2.89 0 0.5

,
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Bu =


5.9

2.3

1.15

4.05

, Bw =


0.05 0.1

−0.2 0

0 0.33

0 0

,

C =

 1 0 0 0

0 1 0 0

, Dw =

 0.03 0.07

0.09 0.12

,
Неопределенность в матрице A выражается неизвестным параметром

∆ ∈ [−1; 1] и коэффициентами

MA =
[

0.2 0.3 0.5 0.1
]T

, NA =
[

1 1 1 0.3
]
.

Система не является ни причинной, ни устойчивой. Можно проверить,

что все предположения A1–A3 выполнены. При этом, обобщенный спек-

тральный радиус номинальной системы равен ρ(E,A) = 1.054.

Предположим, что уровень средней анизотропии равен a = 0.2. Целью за-

дачи синтеза является поиск регулятора, на котором достигается наимень-

шее возможное значение γ, при которых выполнены условия теоремы 4.3.

В результате решения оптимизационной задачи по поиску минимального

значения γ, были получены следующие результаты: γmin = 9.0370, а парамет-

ры регулятора равны

Frob =
[
−0.2460 −0.1821 0.6837 0.0172

]
.

Точные верхняя и нижняя границы анизотропийной нормы замкнутой систе-

мы равны соответственно γ = 1.5419 и γ = 6.0066 (метод вычисления описан

в примере 4.1). Таким образом, цель управления достигнута. Расположение

конечных собственных значений замкнутой системы регулятором Frob при

различных значениях неопределенностей показаны на рис. 4.3. На графиках

видно, что собственные значения не выходят за границы единичного круга

при всех возможных неопределенностях ∆ ∈ [−1; 1].
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Рис. 4.3. Конечные собственные значения системы с управлением Frob.

Для сравнения также был синтезирован γ-оптимальный регулятор для

номинальной системы с тем же значением уровня средней анизотропии. При

решении задачи синтеза был получен следующий регулятор

Fnom =
[
−0.1942 −0.1109 0.3419 0

]
.

Система с неопределенностями, замкнутая законом управления u(k) =

Fnomx(k) может терять устойчивость. Расположение конечных собствен-

ных значений замкнутой системы регулятором Fnom при различных значе-

ниях неопределенностей показаны на рис. 4.4. На графиках видно, что суще-

ствуют такие значения неопределенностей, при которых обобщенный спек-

тральный радиус замкнутой системы выходит за границы единичного круга,

что соответствует неустойчивой системе.
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Рис. 4.4. Конечные собственные значения системы с управлением Fnom.
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4.4. Синтез робастного модального управления с анизо-

тропийным критерием качества

Рассмотрим область на комплексной плоскости, определяемой выражением

D = {z ∈ C : d+ 2bRe(z) + c|z|2 < 0}. (4.28)

Здесь b, c и d — известные постоянные величины. Предположим также, чтоD —

диск с центром в начале координат и радиуса ω < 1, т.е. d = −ω2, b = 0 и c = 1.

Задачу робастного анизотропийного управления с заданным расположением

конечных собственных значений можно сформулировать следующим образом.

Задача 4.3. Для системы (4.1)–(4.2) и заданных чисел a > 0 и γ > 0 требу-

ется найти закон управления в форме

u(k) = Fx(k), (4.29)

при котором замкнутая система

Ex(k + 1) = (A∆ +B∆uF )x(k) +B∆ww(k), (4.30)

z(k) = C∆x(k) +D∆ww(k) (4.31)

является робастно D-допустимой, а ее анизотропийная норме не превосхо-

дит уровень γ, т.е.

|||P∆|||a < γ.

По аналогии с рассмотренными ранее задачами, прежде чем решить задачу

синтеза, найдем условия, при которых разомкнутая система является робастно

D-допустимой, а ее анизотропийная норма ограничена сверху числом γ. Ответ

на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема 4.4. [41] Для заданных чисел a > 0, 0 < ω < 1 и γ > 0 систе-

ма (4.1)–(4.2) является робастно D-допустимой, а ее анизотропийная норма
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удовлетворяет неравенству |||P∆|||a < γ с обобщенным спектральным радиу-

сом, не превосходящим ω, если существуют такие числа η > γ2, ε1 > 0,

ε2 > 0, ε3 > 0 и матрицы Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r), Ψ ∈ Rq×q,

L ∈ Rr×r, L > 0, H ∈ Rr×r и X = XT ∈ Rn×n, для которых справедливы

неравенства

η − (e−2a det(Ψ))1/m1 < γ2, (4.32) $ + ε1N
T
1 N1 M1

MT
1 −ε1I2s

 < 0, (4.33)

 Σ + ε2N
T
2 N2 M2

MT
2 −ε2I5s

 < 0, (4.34)

 Ξ + ε3M3M
T
3 NT

3

N3 −ε3Is

 < 0. (4.35)

Здесь

$ =


Ψ− ηIm DT

wd BT
w1H

T

Dwd −Ip 0

HBw1 0 −H −HT + L

 ,

Ξ =

 −ω2X 0

0 X

+ He

 A

−E

Gf
 ,

M1 =


0 0

MD 0

0 HMwd
B1

 , N1 =

ND 0 0

Nwd
B 0 0

 ,

Σ =



−1
2Q−

1
2Q

T ΓAd ΓBwd LT −QT − 1
2Q 0

AT
d ΓT ΠAd + AT

d ΠT −Θ ΠBwd AT
d ΓT CT

d

BT
wdΓ

T BT
wdΠ

T −ηIq BT
wdΓ

T DT
wd

L−Q− 1
2Q

T ΓAd ΓBwd −Q−QT 0

0 Cd Dwd 0 −Ip


,
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M2 =



ΓMd
A ΓMwd

B 0 0

ΠMd
A ΠMwd

B 0 0

0 0 0 0

ΓMd
A ΓMwd

B 0 0

0 0 Md
C MD


, N2 =


0 Nd

A 0 0 0

0 0 Nwd
B 0 0

0 Nd
C 0 0 0

0 0 ND 0 0

,

M3 =

 Md
A

0

 , N3 = Nd
AGf.

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Γ =
[
Q R

]
,

G =

 Q R

RT S

 , f =

 0 0 Ir 0

0 In−r 0 0

 ,
Доказательство. Идея доказательства схожа с доказательством теоремы

4.2. Неравенство (4.35) получается аналогичным образом, путем подстановки

в неравенство (3.78) неопределенных параметров системы, выделения неопре-

деленностей в отдельное слагаемое и применение дополнения по Шуру и леммы

Петерсена.

Для решения задачи синтеза, необходимо рассмотреть замкнутую систему,

двойственную к системе (4.30)–(4.31). При этом справедлива следующая тео-

рема.

Теорема 4.5. Для заданных чисел a > 0, 0 < ω < 1 и γ > 0 задача 4.3

разрешима, если существуют такие числа η > γ2, ε1 > 0, ε2 > 0, ε3 > 0 и

матрицы X = XT ∈ Rn×n, Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r), Ψ ∈ Rp×p,

L ∈ Rr×r, L > 0, H ∈ Rr×r и Z ∈ Rn×m, для которых справедливы неравенства

η − (e−2a det(Ψ))1/p < γ2, (4.36) $ + ε1M
T
1 M1 N1

NT
1 −ε1I2s

 < 0, (4.37)
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 Λ + ε2M
T
2 M2 N2

NT
2 −ε2I5s

 < 0, (4.38)

 Ξ + ε3M3M
T
3 NT

3

N3 −ε3Is

 < 0. (4.39)

Здесь

M1 =

 (MD)T 0 0

(MCH)T 0 0

 , N1 =


0 0

(ND)T 0

0 (NC1)
T

 ,

M2 =



0
(
Md

A

)T
0 0 0

0
(
Mud

B

)T
0 0 0

0 0
(
Md

C

)T
0 0

0
(
Mwd

B

)T
0 0 0

0 0 (Mw
D)T 0 0


,

N2 =



Γ
(
Nd
A

)T
ΩZ

(
Nud
B

)T
Γ
(
Nd
C

)T
0 0

Π
(
Nd
A

)T
ΦZ

(
Nud
B

)T
Π
(
Nd
C

)T
0 0

0 0 0 0 0

Γ
(
Nd
A

)T
ΩZ

(
Nud
B

)T
Γ
(
Nd
C

)T
0 0

0 0 0
(
Nwd
B

)T
(Nw

D)T


,

M3 =

 Md
A

0

 , N3 = Nd
AGf,

Ξ =

 −ω2X 0

0 X

+ He

 A

−E

G+

 Bu

0

ZT

f

 ,

$ =


Ψ− ηIp Dwd C1H

DT
wd −Iq 0

HTCT
1 0 −H −HT + L

,
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Λ =



Λ11 ΛT
21 ΛT

31 ΛT
41 0

Λ21 Λ22 ΛT
32 Λ21 ΛT

52

Λ31 Λ32 −ηIp Λ31 ΛT
53

Λ41 ΛT
21 ΛT

31 −(Q+QT ) 0

0 Λ52 Λ53 0 −Iq


,

Λ11 = −1
2Q−

1
2Q

T , Λ21 = AdΓ
T +BudZ

T ΩT ,

Λ31 = CdΓ
T , Λ41 = L−Q− 1

2Q
T ,

Λ22 = ΠAT
d + AdΠ

T + ΦZBT
ud +BudZ

T ΦT −Θ,

Λ32 = CdΠ
T , Λ52 = BT

wd, Λ53 = DT
wd.

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Φ =

 0 0

0 In−r

 ,
Ω =

[
Ir 0

]
, Γ =

[
Q R

]
.

G =

 Q R

RT S

 , f =

 0 0 Ir 0

0 In−r 0 0

 ,
Коэффициенты обратной связи при этом можно вычислить по формуле

F = ZT

 Q−T 0

−S−TRTQ−T S−T

V −1
.

Доказательство теоремы 4.5 аналогично доказательству теоремы 3.4 и по-

этому не приводится.

Пример 4.3. Параметры системы имеют вид:

E =


2 1 0 3

0 1 0 0.5

1 2 0 −1

−2 3 0 0

, A =


2.02 0.99 3 3

0.02 0.97 0.5 1

1.04 1.95 −1 −1

−1.94 2.89 0 0.5

, Bu =


5.9

2.3

1.15

4.05

,

160



Bd
w =


0.05 0.1

−0.2 0

0 0.33

0 0

, C =

 1 0 0 0

0 1 0 0

, Dw =

 0.03 0.07

0.09 0.12

,

MA =


0.1

0.05

0.05

0.1

, (NA)T =


0.1

0.1

0.1

0

.
Здесь ∆ ∈ [−1, 1] — неопределенный скалярный параметр.

Система не является ни причинной, ни устойчивой. Можно проверить,

что все предположения A1–A3 выполнены. При этом обобщенный спектраль-

ный радиус номинальной системы равен ρ(E,A) = 1.054.

Предположим, что уровень средней анизотропии равен a = 0.2. Целью

задачи синтеза является поиск регулятора, на котором достигается наи-

меньшее возможное значение γ, при отсутствии ограничений на расположе-

ние конечных собственных значений замкнутой системы и при ограничении

ω = 0.6. Графики расположения конечных собственных значений замкнутой

системы с ограничением на область расположения конечных собственных

значений и без ограничений показаны на рис. 4.5 и рис. 4.6 соответствен-

но.

Максимальный обобщенный спектральный радиус для замкнутой системы

без ограничения на область расположения конечных собственных значений

равен ρmax(Ed, Ad
∆ + Bd

uF ) = 0.9628, а анизотропийная норма замкнутой си-

стемы не превосходит уровень |||P∆cl|||0.2 < 2.5212.

Максимальный обобщенный спектральный радиус для замкнутой системы

с ограничениями на область расположения конечных собственных значений

равен ρmax(Ed, Ad
∆ + Bd

uF ) = 0.5978, а анизотропийная норма замкнутой си-

стемы не превосходит уровень |||P∆cl|||0.2 < 28.5739.

161



Рис. 4.5. Конечные собственные значения замкнутой системы с ограничением

на расположение полюсов.

Рис. 4.6. Конечные собственные значения замкнутой системы без ограничений

на расположение полюсов.
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Численный пример наглядно показывает, что добавление новых ограниче-

ний позволяет решать задачу робастного расположения конечных собственных

значений замкнутой системы в желаемой области внутри единичного круга в

рамках решения оптимизационной задачи анизотропийного робастного управ-

ления.

4.5. Частный случай: задача робастного H∞ анализа и

управления

Рассмотрим частный случай: задачи робастного H∞ анализа и управления

для дескрипторных систем с неопределенностями. В данном случае рассматри-

вается система вида:

Ex(k + 1) = A∆x(k) +B∆ww(k) +B∆uu(k), (4.40)

y(k) = C∆x(k) +D∆ww(k) +D∆uu(k). (4.41)

Здесь, как и ранее, x(k) ∈ Rn — вектор состояния системы, w(k) ∈ Rq — вход-

ное возмущение (суммируемая с квадратом последовательность), y(k) ∈ Rp

— выход системы, u(k) ∈ Rm — управление. Матрица E вырожденная, т.е.

rankE = r < n. A∆ = A+MA∆NA, B∆w = Bw+Mw
B∆Nw

B , B∆u = Bu+Mu
B∆Nu

B,

C∆ = C + MC∆NC , D∆w = Dw + Mw
D∆Nw

D , D∆u = Du + Mu
D∆Nu

D. Матрица

∆ = ∆(k) ∈ Rs×s — неизвестная матрица, ограниченная по норме (∆T ∆ 6 Is).

Следует заметить также, что неопределенность ∆ может быть нестационарной.

Ниже также будут использованы обозначения: Ad = WAV , Bwd = WBw,

Bud = WBu, Cd = CV , Dwd = Dw, Dud = Du, Mwd
B = WMw

B , N
wd
B = Nw

B ,

Md
A = WMA, N

d
A = NAV , M

d
C = MC , N

d
C = NCV , Mud

B = WMu
B, N

ud
B = Nu

B.

В отличие от задач анизотропийного анализа и управления, H∞ задачи не

требуют дополнительных ранговых ограничений типа (4.3)–(4.4) и условия p 6

q. Кроме того, матрица D∆u может быть ненулевой.
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Задача робастного H∞ анализа может быть сформулирована в следующем

виде.

Задача 4.4. Пусть u(k) = 0. Задача заключается в проверке робастной до-

пустимости системы (4.40)–(4.41) для всех ограниченных по норме неопреде-

ленностей ∆ и выполнение условия ограниченности H∞ нормы сверху числом

γ > 0, т.е.

‖Y ‖2 6 γ‖W‖2

для всех суммируемых с квадратом входных последовательностей W .

Задача робастного H∞ управления имеет вид.

Задача 4.5. Для заданного положительного числа γ > 0 задача синтеза со-

стоит в поиске регулятора в форме статической обратной связи по состоя-

нию

u(k) = Fx(k),

для которого замкнутая система (4.40)–(4.41) робастно устойчива, а H∞
норма ограничена сверху числом γ, т.е.

sup
W∈L2

‖Y ‖2

‖W‖2
< γ

для всех ∆ : ∆T ∆ 6 Is.

Приведем ниже формулировки теорем, решающих задачи робастного

H∞ анализа и синтеза без доказательств. Доказательства данных теорем можно

найти, например, в [72].

Теорема 4.6. (Частотная теорема) Система (4.40)–(4.41) для u(k) = 0 яв-

ляется робастно допустимой, а ее H∞ норма ограничена сверху положитель-

ным числом γ для всех ∆ : ∆∆T 6 Is, если найдется такое число ε > 0,

и матрицы Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r), L ∈ Rr×r, L > 0, при
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которых выполняются следующие неравенства: Σ + εNT
1 N1 M1

MT
1 −εI4s

 < 0. (4.42)

Здесь

Σ =



Σ11 ΓAd ΓBwd ΣT
41 0

AT
d ΓT Σ22 ΠBwd AT

d ΓT CT
d

BT
wdΓ

T BT
wdΠ

T −γ2Iq BT
wdΓ

T DT
wd

Σ41 ΓAd ΓBwd −Q−QT 0

0 Cd Dwd 0 −Ip


,

Σ11 = −1

2
Q− 1

2
QT , Σ41 = L−Q− 1

2
QT , Σ22 = ΠAd + AT

d ΠT −Θ,

M1 =



ΓMd
A ΓMwd

B 0 0

ΠMd
A ΠMwd

B 0 0

0 0 0 0

ΓMd
A ΓMwd

B 0 0

0 0 Md
C Mw

D


, N1 =


0 Nd

A 0 0 0

0 0 Nwd
B 0 0

0 Nd
C 0 0 0

0 0 Nw
D 0 0

 ,

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Γ =
[
Q R

]
.

Для решения задачи 4.5, подставим закон управления u(k) = Fx(k) в урав-

нения системы (4.40)–(4.41). Тогда замкнутая система будет вид:

Ex(k + 1) = (A∆ +B∆uF )x(k) +B∆ww(k), (4.43)

y(k) = (C∆ +D∆uF )x(k) +D∆ww(k). (4.44)

Для системы (4.43)–(4.44) справедлива теорема.

Теорема 4.7. Для заданного положительного числа γ > 0 задача 4.5 разреши-

ма, если найдутся такие матрицы L ∈ Rr×r, L > 0, Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r),
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S ∈ R(n−r)×(n−r), Z ∈ Rn×m и число ε > 0, для которых справедливы следующие

матричные неравенства: Λ + εMTM N

NT −εI6s

 < 0, (4.45)

N =



Γ
(
Nd
A

)T
ΩZ

(
Nud
B

)T
Γ
(
Nd
C

)T
ΩZ (Nu

D)T 0 0

Π
(
Nd
A

)T
ΦZ

(
Nud
B

)T
Π
(
Nd
C

)T
ΦZ (Nu

D)T 0 0

0 0 0 0 0 0

Γ
(
Nd
A

)T
ΩZ

(
Nud
B

)T
Γ
(
Nd
C

)T
ΩZ (Nu

D)T 0 0

0 0 0 0
(
Nwd
B

)T
(Nw

D)T


,

M =



0
(
Md

A

)T
0 0 0

0
(
Mud

B

)T
0 0 0

0 0
(
Md

C

)T
0 0

0 0 (Mu
D)T 0 0

0
(
Mwd

B

)T
0 0 0

0 0 (Mw
D)T 0 0


,

Λ =



Λ11 ΛT
21 ΛT

31 ΛT
41 0

Λ21 Λ22 ΛT
32 Λ21 ΛT

52

Λ31 Λ32 −γ2Ip Λ31 ΛT
53

Λ41 ΛT
21 ΛT

31 −(Q+QT ) 0

0 Λ52 Λ53 0 −Iq


,

где

Λ11 = −1
2Q−

1
2Q

T , Λ21 = AdΓ
T +BudZ

T ΩT , Λ31 = CdΓ
T +DudZ

T ΩT ,

Λ41 = L−Q− 1
2Q

T , Λ22 = ΠAT
d + AdΠ

T + ΦZBT
ud +BudZ

T ΦT −Θ,

Λ32 = CdΠ
T +DudZ

T ΦT , Λ52 = BT
wd, Λ53 = DT

wd.

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Φ =

 0 0

0 In−r

 ,
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Ω =
[
Ir 0

]
, Γ =

[
Q R

]
.

Коэффициент усиления можно определить по формуле

F = ZT

 Q−T 0

−S−TRTQ−T S−T

V −1
. (4.46)

Доказательства теорем 4.6 и 4.7 аналогичны доказательствам теорем 4.1 и

4.3 и поэтому не приводится.

Замечание 4.1. Условия теоремы 4.7 позволяют сформулировать γ–

оптимальную задачу управления в следующей форме

найти: min γ на множестве {L,Q,R, S, Z, ε} при ограничении (4.45).

Теорема 4.7 дает достаточные условия для решения задачи робастного H∞
управления, к сожалению, такое решение может быть консервативным. Однако

в частной постановке задачи можно получить менее консервативное решение

задачи синтеза робастного H∞ регулятора. Рассмотрим ее подробнее. Подобная

постановка задачи рассматривалась также в работах [163] и [273].

Рассмотрим систему:

Ex(k + 1) = (A+MA∆NA)x(k) +Bww(k) + (Bu +MB∆NB)u(k), (4.47)

y(k) = Cx(k), (4.48)

где x(k) ∈ Rn — вектор состояния, w(k) ∈ Rq — входное возмущение, y(k) ∈ Rp

— управляемый выход, u(k) ∈ Rm — закон управления, ∆ ∈ Rs×s — неизвестная

ограниченная по норме матрица ∆T ∆ 6 Is.

Прямое применение лемм Петерсена и дополнения по Шуру к (2.94) для

разомкнутой системы (4.47)–(4.48) позволяет получить следующий результат.

Теорема 4.8. (Частотная теорема) Система (4.47)–(4.48) является робаст-

но допустимой, а ее H∞ норма не превосходит заданного положительного
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числа γ, т.е. ‖P∆‖∞ < γ, если существуют такой скаляр ε > 0 и матри-

цы Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r), L ∈ Rr×r, L > 0 для которых при

достаточно большом наперед заданном числе α > 0 справедливо Σ + εNTN M

MT −εI2s

 < 0. (4.49)

Здесь

Σ =



Σ11 ΓAd ΓBwd ΣT
41 0

AT
d ΓT Σ22 ΠBwd AT

d ΓT CT
d + αAT

d ΠCT
d

BT
wdΓ

T BT
wdΠ

T −γ2Iq BT
wdΓ

T αBT
wdΠC

T
d

Σ41 ΓAd ΓBwd −Q−QT 0

0 Cd + αCdΠAd αCdΠBwd 0 −Ip


,

Σ11 = −1

2
Q− 1

2
QT , Σ41 = L−Q− 1

2
QT , Σ22 = ΠAd + AT

d ΠT −Θ,

M =



ΓMd
A 0

ΠMd
A 0

0 0

ΓMd
A 0

0 αCdΠM
d
A


, N =

 0 Nd
A 0 0 0

0 Nd
A 0 0 0

 ,

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Γ =
[
Q R

]
.

На основе теоремы 4.8 можно получить следующие условия для синтеза

робастного H∞ регулятора.

Теорема 4.9. Для заданного положительного числа γ > 0 и достаточно боль-

шого наперед заданного числа α > 0 задача синтеза робастного H∞ управле-

ния для системы (4.47)–(4.48) разрешима, если существуют такие матрицы

L ∈ Rr×r, L > 0, Q ∈ Rr×r, R ∈ Rr×(n−r), S ∈ R(n−r)×(n−r), Z ∈ Rn×m и число
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ε > 0 для которых справедливо Λ + εM̂T M̂ N̂

N̂T −εI3s

 < 0, (4.50)

N̂ =



Γ
(
Nd
A

)T
ΩZ

(
Nud
B

)T
0

Π
(
Nd
A

)T
ΦZ

(
Nud
B

)T
0

0 0 0

Γ
(
Nd
A

)T
ΩZ

(
Nud
B

)T
0

0 αBT
wdΦ

TZ
(
Nud
B

)T
αBT

wdΠ
(
Nd
A

)T


,

M̂ =


0
(
Md

A

)T
0 0 0

0
(
Mud

B

)T
0 0 0

0
(
Md

A

)T
0 0 0

 ,

Λ =



Λ11 ΛT
21 ΛT

31 ΛT
41 0

Λ21 Λ22 ΛT
32 Λ21 ΛT

52

Λ31 Λ32 −γ2Ip Λ31 ΛT
53

Λ41 ΛT
21 ΛT

31 −(Q+QT ) 0

0 Λ52 Λ53 0 −Iq


,

где

Λ11 = −1
2Q−

1
2Q

T , Λ21 = AdΓ
T +BudZ

T ΩT , Λ31 = CdΓ
T +DudZ

T ΩT ,

Λ41 = L−Q− 1
2Q

T , Λ22 = ΠAT
d + AdΠ

T + ΦZBT
ud +BudZ

T ΦT −Θ,

Λ32 = CdΠ
T + DudZ

T ΦT , Λ52 = BT
wd + αBT

wdΠA
T
d + αBT

wdΦ
TZBT

ud, Λ53 =

αBT
wdΠC

T
d .

Θ =

 L 0

0 0

 , Π =

 0 0

0 S

 , Φ =

 0 0

0 In−r

 ,
Ω =

[
Ir 0

]
, Γ =

[
Q R

]
.

Коэффициент усиления находится по формуле

F = ZT

 Q−T 0

−S−TRTQ−T S−T

V −1
.
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В отличие от теоремы 4.7 полученные условия обеспечивают менее консер-

вативную оценку на верхнюю границы H∞ при синтезе закона управления.

Консерватизм можно уменьшить, выбирая число α > 0 достаточно большим.

Этот факт будет проиллюстрирован в примере 4.4.

Замечание 4.2. Следует заметить, что полученные выше условия также

справедливы для случая, когда Dw 6= 0.

Ниже будут рассмотрены численные примеры, показывающие эффектив-

ность предложенных методов синтеза на основе теорем 4.7 и 4.9. Также мы

проведем сравнение разработанного метода с другими результатами, получен-

ными в работах [163, 273]. Дополнительно исследуем зависимость оценки верх-

ней границы H∞ нормы замкнутой системы для различных значений α.

Пример 4.4. Пусть параметры системы равны:

E =


1 0 0

0 0 0

2 0 1

, A =


−0.25 0 0

−0.5 0.5 2

0.75 −1 −1.5

, Bu =


0

0

1

,

Bw =


0 0

0.1 0

0.2 0.1

, C =
[

2 2 0
]
, Dw =

[
0.01 −0.5

]
.

Матрица A∆ = A+MA∆NA, здесь ∆ ∈ [−1; 1] и

MA =
[

0.1 −0.1 0.05
]T

, NA =
[

0 0.1 0.1
]
.

Система является причинной, но она неустойчива. Обобщенный спек-

тральный радиус номинальной системы ρ(E,A) = 2.5.

Так как система имеет неопределенности только в матрице A, мы мо-

жем применить методы, разработанные в [163, 273] для решения задачи син-

теза робастного H∞ регулятора. Вспомогательная матрица, необходимая

для применения этих методов, выбрана в виде S =
[

0 e2 0
]T

. Алгоритм
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из [163] сообщает, что задача является неразрешимой. Метод из [273] не

может быть применен в пакете SeDuMi, т.к. он имеет нелинейные ограни-

чения.

Минимизация числа γ с использованием теоремы 4.7 дает γ
(1)
min = 1.9095 с

законом управления

F1 =
[

0.1999 1.0757 1.5013
]
.

Обобщенный спектральный радиус системы лежит в диапазоне

0.2339 6 ρ(E,A∆ +BuF1) 6 0.3534.

Анализ замкнутой системы с минимизацией γ на основе частотной

теоремы из [132] показывает, что H∞ норма замкнутой системы не пре-

восходит γ∗1 < 1.8954.

Минимизация величины γ с использованием теоремы 4.9 при α = 1000

дает нам γ
(2)
min = 1.1459 с законом управления

F2 =
[
−0.6661 2.0079 5.0982

]
.

Обобщенный спектральный радиус системы лежит в диапазоне

0.4330 6 ρ(E,A∆ +BuF2) 6 0.4339.

Аналогичная оценка верхней границы H∞ нормы дает результат γ∗2 <

1.1352.

В частном случае, если неопределенность присутствует только в матри-

це A∆, теорема 4.9 позволяет получить менее консервативное решение зада-

чи робастного H∞ управления с помощью параметра α. Изменение величины

H∞ нормы замкнутой системы γmin в зависимости от величины α представ-

лено на рис. 4.7. Из графика видно, что увеличение параметра α приводит к

монотонному уменьшению порогового значения H∞ нормы замкнутой систе-

мы до некоторого предельного значения.
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Рис. 4.7. Оценка H∞ нормы при различных значениях α.

В следующем примере рассмотрим преимущество теоремы 4.7 перед про-

цедурой синтеза, предложенной в работе [104]. Все параметры рассмотренной

ниже системы были взяты из [104].

Пример 4.5. Параметры системы имеют вид

E =


8 3.2 1.6

4 1.6 0.8

12 3.2 5.6

, A =


0.6 0.24 0.36

0.3 0.12 0.3

0.72 0.24 1.2

, Bu =


0.12 0.06

0.12 0

0.06 0.12

,

Bw =


0.1 0.1

0.1 0.2

0 0.2

, C =

 0.1 0 0

0 0.1 0

, Dw =

 0 0

0 0

, ∆ ∈ [−1; 1],

где

MA = Mu
B = Mw

B =
[

0.2 0.3 0.3
]T

, MC = Mw
D =

[
0.1 0.1

]T

, NA = NC =[
0.2 0.2 0.2

]
, Nu

B =
[

0.1 0.1
]T

, Nw
B = Nw

D =
[

0 0
]T

. Матрицы Du, Mu
D,

и Nu
D являются нулевыми.
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Заметим также, что система является допустимой для всех значений

∆ ∈ [−1; 1], а верхняя граница H∞ нормы была вычислена на основе [132]

и равна γ = 1.245. Цель управления в работе [104] — синтез регулятора,

который обеспечивает робастное H∞ качество для замкнутой системы, не

превосходящее целевое значение γobj = 0.18. В работе [104] также упомина-

ется, что метод, предложенный в [163], приводит к неразрешимым ЛМН.

Регулятор, найденный в работе [104], имеет параметры

F1 =

 −1.5807 −0.1634 −0.2967

−0.3101 −1.0900 −0.1515

 .
Решение задачи синтеза с использованием теоремы 4.7 дает следующий

закон управления:

F2 =

 −4.2150 1.8499 0.8112

−2.8755 −4.8516 −10.43575

 .
Для того, чтобы оценить, насколько хорошо была решена задача синтеза,

для каждого регулятора была подсчитана верхняя граница H∞ нормы.

Верхняя граница H∞ нормы для системы, замкнутой регулятором F1,

равна γ1 = 0.1975. Таким образом, методика из [104] не гарантирует огра-

ниченности H∞ нормы замкнутой системы. H∞ норма системы, замкнутой

регулятором F2, ограничена сверху числом γ2 = 0.0402. Таким образом, цель

управления была выполнена.

Численные примеры показывают, что предложенная методика анализа и

синтеза робастных H∞ регуляторов по состоянию для дискретных дескриптор-

ных систем с ограниченными по норме параметрическими неопределенностями

обладает рядом существенных преимуществ как в плане численной реализации,

вычислительной эффективности, так и в плане уменьшенеия консерватизма по-

лученного решения. Регуляторы, полученные на основе предложенных методов,

позволяют существенно повысить качество подавления случайных внешних воз-
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мущений и могут быть применены для систем, содержащих неопределенности

во всех параметрах в правой части уравнения системы.
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Выводы к главе 4

Данная глава посвящена решению задач робастного анализа и синтеза ро-

бастного управления для дискретных дескрипторных систем с ограниченны-

ми по норме параметрическими неопределенностями. Были рассмотрены две

различные задачи подавления влияния внешних возмущений с использованием

анизотропийного и H∞ критериев качества.

Были получены как невыпуклые условия с необходимостью поиска взаимно-

обратных матриц, так и выпуклые, которые легко алгоритмизуются и реализу-

ются в численном виде. В результате численного моделирования была показана

эффективность полученных методов синтеза. Для задач робастного анизотро-

пийного анализа и синтеза также рассматривается задача синтеза робастного

управления с расположением конечных полюсов замкнутой системы в желае-

мой области внутри единичного круга. На численных примерах показано, что

применение данной методики может дополнительно изменять переходные про-

цессы и гарантировать заданный запас устойчивости в замкнутой системе.

Следует также отдельно отметить задачи робастного H∞ анализа и управ-

ления. Так как данные задачи решались и ранее, был проведен сравнительный

анализ на численных примерах. Сравнительный анализ показал, что разрабо-

танная в настоящей главе методика синтеза существенно упрощает вычисле-

ния и может быть использована для объектов с полностью неопределенными

параметрами в правой части. В отличие от разработанных другими авторами

методов, предложенная методика синтеза H∞ регулятора практически не имеет

ограничений на применение, и в отдельных случаях позволяет получать менее

консервативное решение в смысле H∞ нормы замкнутой системы.
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Глава 5. Анизотропийный анализ и синтез ро-

бастных анизотропийных регуляторов

для обыкновенных систем с параметри-

ческими неопределенностями

Методы синтеза, разработанные для полностью определенных систем, не

могут гарантировать заданный показатель качества или даже устойчивость за-

мкнутой системы в случае, если параметры реального объекта отклонялись

от параметров модели. Как следствие, при синтезе систем управления робаст-

ность приобрела огромную важность. Это привело к появлению цикла работ,

посвященных синтезу робастных регуляторов для систем с параметрическими

неопределенностями. Особое внимание в литературе уделялось рассмотрению

задач подавления внешних возмущений для систем с политопическими и огра-

ниченными по норме неопределенностями. Целью управления в таких задачах

являлось обеспечение робастной устойчивости замкнутой системы и желаемо-

го качества процессов, протекающих в системе, с учетом действующих на нее

внешних возмущений.

Разработка и развитие теории робастного анизотропийного управления для

параметрически неопределенных систем является важной и значимой пробле-

мой. Целью данной главы является разработка методов анализа анизотропийно-

го качества параметрически неопределенных линейных обыкновенных систем,

а также построение для них робастных анизотропийных законов управления.

В качестве рассматриваемых параметрических неопределенностей выступают
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политопические неопределенности и ограниченные по норме неопределенности.

Приведенные методы анализа и синтеза робастного анизотропийного управле-

ния сформулированы в терминах матричных неравенств и легко алгоритмизу-

ются в помощью пакетов выпуклой оптимизации.

5.1. Анизотропийный анализ и синтез анизотропийного

управления для политопических систем

Одним из важных математических описаний параметрических неопределен-

ностей в линейной стационарной системе является политопическая неопреде-

ленность. Это такая неопределенность, при которой множество всех возможных

параметров системы находится внутри выпуклого многогранника, а номиналь-

ная система принадлежит центру этого многогранника. Задачи исследования

робастной устойчивости, а также синтеза робастных стабилизирующих и H2 ,

H∞ регуляторов достаточно широко исследуются мировыми учеными в насто-

ящее время. Например, одно из решений задачи H2 анализа для политопи-

ческих систем было получено в работе [211]. Для решения задач H∞ анализа

сформулированы различные версии частотной теоремы [205]. Все результаты

сформулированы с использованием линейный матричных неравенств. На осно-

ве полученных методик анализа были также решены задачи синтеза робастных

законов управления для политопических систем. Статические законы управле-

ния были получены в работах [105, 212], а законы управления в виде динами-

ческой обратной связи при неполном измерении вектора состояния строятся в

работах [105, 212, 252, 276, 184, 228].

Исходя из вышесказанного, рассмотрение политопических систем с точки

зрения анизотропийного подхода является весьма перспективным направлени-

ем исследования. Ниже будут приведены результаты решения задач анизотро-

пийного анализа и синтеза анизотропийного регулятора в форме статической

обратной связи по состоянию для полностью неопределенных политопических
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систем.

5.1.1. Общая постановка задачи анализа и управления

Рассмотрим линейную систему с реализацией в пространстве состояний в

виде:

x(k + 1) = A(Θ)x(k) +Bu(Θ)u(k) +Bw(Θ)w(k), (5.1)

z(k) = C(Θ)x(k) +Du(Θ)u(k) +Dw(Θ)w(k), (5.2)

где x(k) ∈ Rn — вектор состояния системы, w(k) ∈ Rm — внешнее случай-

ное возмущение с нулевым средним и с ограниченной средней анизотропией

A(W ) 6 a (a > 0), u(k) ∈ Rq — вектор управления, z(k) ∈ Rp — управляемый

выход системы.

Матрицы A(Θ), Bw(Θ), Bu(Θ), C(Θ), Dw(Θ) определяются из выражений

A(Θ) =
r∑
i=1

θiAi, Bw(Θ) =
r∑
i=1

θiBwi,

Bu(Θ) =
r∑
i=1

θiBui, Du(Θ) =
r∑
i=1

θiDui,

C(Θ) =
r∑
i=1

θiCi, Dw(Θ) =
r∑
i=1

θiDwi, (5.3)

где вектор неопределенных параметров Θ обладает следующими свойствами

r∑
i=1

θi = 1, θi > 0, θi ∈ R, ∀i = 1, r. (5.4)

Обозначим множество всех параметров Θ, удовлетворяющих (5.3) и (5.4),

через Q и рассмотрим отображение Z = FΘW , определяемое выражениями

(5.1)–(5.2).

Определение 5.1. Анизотропийной нормой политопической системы (5.1)–

(5.4) будем называть норму оператора FΘ, определяемую выражением
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|||FΘ|||a = sup
Θ∈Q

sup
W : A(W )6a

‖Z‖P
‖W‖P

. (5.5)

В задаче робастного анизотропийного анализа политопических систем необ-

ходимо получить условия для проверки робастной устойчивости и ограничен-

ности анизотропийной нормы разомкнутой системы (5.1)–(5.2) для известного

уровня средней анизотропии a > 0 и заданного числа γ > 0. Т.е. задачу анализа

можно сформулировать следующим образом.

Задача 5.1. Для известного уровня средней анизотропии a > 0 входного слу-

чайного возмущения w(k) и заданного числа γ > 0 при условии, что u(k) = 0

проверить:

1. является ли система робастно устойчивой;

2. выполняется ли условие

|||FΘ|||a < γ.

Задача синтеза робастного анизотропийного регулятора по состоянию для

политопической системы системы может быть сформулирована следующим об-

разом.

Задача 5.2. Для известного уровня средней анизотропии a > 0 и заданно-

го числа γ > 0 требуется найти закон управления в виде u(k) = Kx(k),

который робастно стабилизирует разомкнутую систему (5.1)–(5.2) и гаран-

тирует ограниченность анизотропийной нормы замкнутой системы, т.е.

|||F cl
Θ |||a < γ.

Далее будут приведены параметрические и непараметрические решения по-

ставленных выше задач.
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5.1.2. Анизотропийный анализ политопических систем

Для решения задачи анизотропийного анализа политопических систем, по-

лучим сначала параметрические условия. Они сформулированы в следующей

теореме.

Теорема 5.1. Система (5.1)–(5.2) является робастно устойчивой, а ее анизо-

тропийная норма не превышает заданного числа γ > 0 для известного уровня

средней анизотропии a > 0, если существуют такие матрицы P (Θ) > 0,

Ψ(Θ) > 0, невырожденные матрицы G1(Θ), G2(Θ) и число η > γ2, для кото-

рых справедливы матричные неравенства:

η −
(
e−2a det Ψ(Θ)

)1/m
< γ2, (5.6)

Ψ(Θ)− ηIm ? ?

G1(Θ)Bw(Θ) L1(Θ) ?

Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0, (5.7)


−P (Θ) ? ? ?

0 −ηIm ? ?

G2(Θ)A(Θ) G2(Θ)Bw(Θ) L2(Θ) ?

C(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0 (5.8)

где L1(Θ) = −G1(Θ)−GT
1 (Θ) +P (Θ) и L2(Θ) = −G2(Θ)−GT

2 (Θ) +P (Θ), для

любого значения Θ ∈ Q.

Доказательство. Доказательство теоремы состоит из двух частей. В первой

части доказательства будут получены условия, при которых политопическая

система (5.1)–(5.2) является робастно устойчивой, а ее H∞ норма ограничена

некоторым числом √η, т.е. FΘ ∈ H∞ p×m. Во второй части доказательства полу-

чим условия ограниченности анизотропийной нормы для робастно устойчивой

системы FΘ ∈ H∞ p×m.
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Рассмотрим параметрическую функцию в качестве кандидата на роль функ-

ции Ляпунова в виде:

V (k) = xT (k)P (Θ)x(k), P (Θ) > 0. (5.9)

Без снижения общности предположим также, что W = {w(k)}k∈Z ∈ L2. Разни-

ца между приращениями V (k + 1) и V (k) определяется по формуле

V (k + 1)− V (k) = xT (k + 1)P (Θ)x(k + 1)− xT (k)P (Θ)x(k). (5.10)

Рассмотрим теперь выражение:

V (k + 1)− V (k) + zT (k)z(k)− ηwT (k)w(k) =

= {подставимx(k + 1) = A(Θ)x(k) +Bw(Θ)w(k)

и z(k) = C(Θ)x(k) +Dw(Θ)w(k)} =

=
[
xT (k) wT (k)

]([
A(Θ) Bw(Θ)

]T

P (Θ)×

×
[
A(Θ) Bw(Θ)

]
+
[
C(Θ) Dw(Θ)

]T [
C(Θ) Dw(Θ)

]
−

−

 P (Θ) 0

0 ηIm

 x(k)

w(k)

 . (5.11)

Таким образом, неравенство

V (k + 1)− V (k) + zT (k)z(k)− ηwT (k)w(k) < 0 (5.12)

справедливо для всех x(k) и w(k), если[
A(Θ) Bw(Θ)

]T

P (Θ)
[
A(Θ) Bw(Θ)

]
+

+
[
C(Θ) Dw(Θ)

]T [
C(Θ) Dw(Θ)

]
−

 P (Θ) 0

0 ηIm

 < 0. (5.13)
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Преобразуем неравенство (5.13) к виду: −P (Θ) 0

0 −ηIm

−
 A(Θ) Bw(Θ)

C(Θ) Dw(Θ)

T

×

×

 −P (Θ) 0

0 −Ip

 A(Θ) Bw(Θ)

C(Θ) Dw(Θ)

 < 0, (5.14)

где матрица

 −P−1(Θ) 0

0 −Ip

 является отрицательно определенной. Приме-

няя к неравенству (5.14) лемму о дополнении по Шуру, имеем
−P (Θ) ? ? ?

0 −ηIm ? ?

A(Θ) Bw(Θ) −P−1(Θ) ?

C(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0. (5.15)

Выполнение неравенства (5.14) для ненулевого входного сигнала делает

справедливым неравенства вида (5.12) для любого k ∈ Z+

⋃
{0} и позволя-

ет выполнить их суммирование от k = 0 до k =∞. Откуда следует выполнение

неравенства

V (∞)− V (0) +
∞∑
k=0

zT (k)z(k)− η
∞∑
k=0

wT (k)w(k) < 0. (5.16)

Для нулевых начальных условий с учетом V (∞) > 0, из неравенства (5.16)

следует, что
∞∑
k=0

zT (k)z(k) < η
∞∑
k=0

wT (k)w(k).

Таким образом,

sup
Θ∈Q

sup
W∈L2

∑∞
k=0 z

T (k)z(k)∑∞
k=0w

T (k)w(k)
< η. (5.17)

Выполнение неравенства (5.15) гарантирует устойчивость разомкнутой си-

стемы (5.1)–(5.2) и ограниченность ее H∞ нормы сверху числом √η.
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На втором этапе необходимо найти условия, которые гарантируют ограни-

ченность анизотропийной нормы для уровня средней анизотропии входных воз-

мущений A(W ) 6 a. Тогда условия ограниченности анизотропийной нормы

могут быть определены анизотропийной частотной теоремы [258] в следующей

форме

− (det(Σ(Θ)))1/m < −(1− qγ2)e2a/m, (5.18)

 A(Θ)R(Θ)A(Θ) AT (Θ)R(Θ)Bw(Θ)

BT
w (Θ)R(Θ)A(Θ) BT

w (Θ)R(Θ)Bw(Θ)− Im

+

+ q

 CT (Θ)

DT
w (Θ)

[ C(Θ) Dw(Θ)
]
< 0, (5.19)

где q ∈ [0,min(γ−2, ‖FΘ‖−2
∞ )), а Σ(Θ) определяется из выражения

Σ(Θ) = (Im −BT
w (Θ)R(Θ)Bw(Θ)− qDT

w (Θ)Dw(Θ))−1. (5.20)

Неравенство (5.19) совпадает с неравенством (5.13) с учетом замены пере-

менных P (Θ) = ηR(Θ) и η = q−1. Таким образом, анизотропийная норма си-

стемы ограничена, если выполняются неравенства (5.15) и (5.19).

Рассмотрим подробнее неравенство (5.19). С учетом введенных обозначений

оно может быть переписано в виде:

η − (e−2a det(ηIm −BT
w (Θ)P (Θ)Bw(Θ)−DT

w (Θ)Dw(Θ)))1/m < γ2. (5.21)

Вводя новую переменную

Ψ(Θ) < ηIm −BT
w (Θ)P (Θ)Bw(Θ)−DT

w (Θ)Dw(Θ),

где Ψ(Θ) = Ψ(Θ)T > 0 [31], неравенство (5.21) выполнено, если справедливы

два следующих неравенства

η − (e−2a det(Ψ(Θ)))1/m < γ2, (5.22)

Ψ(Θ) < ηIm −BT
w (Θ)P (Θ)Bw(Θ)−DT

w (Θ)Dw(Θ). (5.23)
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Перепишем (5.23) как

Ψ(Θ)− ηIm −
[
BT
w (Θ) DT

w (Θ)
] −P (Θ) 0

0 −Ip

 Bw(Θ)

Dw(Θ)

 < 0. (5.24)

Применяя лемму о дополнении Шура к (5.24), получаем
Ψ(Θ)− ηIm BT

w (Θ) DT
w (Θ)

Bw(Θ) −P−1(Θ) 0

Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0. (5.25)

Умножим неравенство (5.26) слева и справа на матрицу


I 0 0

0 G1(Θ) 0

0 0 I

 и ее

транспонированную. С учетом (5.29) получим
Ψ(Θ)− ηIm ? ?

G1(Θ)Bw(Θ) Λ1(Θ) ?

Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0, (5.26)

где Λ1(Θ) = −G1(Θ)P−1(Θ)GT
1 (Θ).

Отметим, что для P (Θ) > 0 из неравенства

−(G1(Θ)− P (Θ))TP−1(Θ)(G1(Θ)− P (Θ)) 6 0

следует, что −G1(Θ)P−1(Θ)GT
1 (Θ) 6 −G1(Θ)−GT

1 (Θ)+P (Θ). Вводя обозначе-

ние L1(Θ) = −G1(Θ)−GT
1 (Θ) +P (Θ) и заменяя Λ1(Θ) на L1(Θ) в неравенстве

(5.26), получаем неравенство (5.7).

Избавимся от обращения матрицы P (Θ) в неравенстве (5.15). Для этого

введем новую невырожденную матрицу G2(Θ). Умножая слева и справа нера-

венство (5.15) на невырожденную матрицу
I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 G2(Θ) 0

0 0 0 I

 (5.27)
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и ее транспонированную соответственно, получим:
−P (Θ) ? ? ?

0 −ηIm ? ?

G2(Θ)A(Θ) G2(Θ)Bw(Θ) Λ2(Θ) ?

C(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0, (5.28)

где

Λ2(Θ) = −G2(Θ)P−1(Θ)GT
2 (Θ). (5.29)

Аналогично предыдущему случаю, заменяем Λ2(Θ) на выражение L2(Θ) =

−G2(Θ)−GT
2 (Θ) + P (Θ). В результате чего получим выражение (5.8).

Теорема доказана.

Условия теоремы 5.1 сформулированы в компактном виде и зависят явно

от параметра Θ. В настоящее время не существует какого-либо формального

метода для определения точного вида матрицы P (Θ) как функции от векто-

ра параметров Θ. Такая функция P (Θ) в научной литературе носит название

параметрической матрицы Ляпунова [115, 136, 204]. К сожалению, такая па-

раметрическая зависимость может существенным образом усложнить методи-

ку анализа исходной системы и делает невозможным решение задачи синтеза.

Уменьшить вычислительную сложность алгоритма можно, вводя дополнитель-

ные ограничения, например, используя различные аппроксимации для матриц

Ψ(Θ), P (Θ), G1(Θ) и G2(Θ). Такой подход, с одной стороны, позволяет изба-

виться от явного вхождения вектора параметров Θ в матричные неравенства,

но с другой стороны, вносит некоторый консерватизм. Воспользуемся линейной

аппроксимацией для параметрической матрицы Ляпунова и некоторых вспомо-

гательных переменных. Справедлива следующая теорема.

Теорема 5.2. Система (5.1)–(5.2) является робастно устойчивой, а ее анизо-

тропийная норма строго меньше числа γ > 0 для известного уровня средней

анизотропии a > 0 и всех возможных неопределенностей, удовлетворяющих
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(5.3)–(5.4), если существуют такие матрицы Pi > 0, Ψ > 0, невырожден-

ные матрицы G1i, G2i и число η > γ2, при которых справедливы следующие

матричные неравенства:

η −
(
e−2a det Ψ

)1/m
< γ2, (5.30)

Ψ− ηIm ? ?

G1iBwi −G1i −GT
1i − Pi ?

Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.31)


−Pi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

G2iAi G2iBwi −G2i −GT
2i + Pi ?

Ci Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.32)


Ψ− ηIm ? ?

G1iBwj −G1i −GT
1i + Pi ?

Dwj 0 −Ip

+


Ψ− ηIm ? ?

G1jBwi −G1j −GT
1j + Pj ?

Dwi 0 −Ip

 < 0,

(5.33)
−Pi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

G2iAj G2iBwj −G2i −GT
2i + Pi ?

Cj Dwj 0 −Ip

+

+


−Pj ? ? ?

0 −ηIm ? ?

G2jAi G2jBwi −G2j −GT
2j + Pj ?

Ci Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.34)

где i, j = 1, r, i < j.

Доказательство. Зададим матрицы Ψ(Θ), G1(Θ), G2(Θ) и P (Θ) в форме

Ψ(Θ) = Ψ, G1(Θ) =
∑r

i=1 θiG1i, G2(Θ) =
∑r

i=1 θiG2i, P (Θ) =
∑r

i=1 θiPi. Пере-

пишем неравенства (5.7) и (5.8) с учетом введенных допущений. Получим:
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r∑
i=1

θ2i


Ψ− ηIm ? ?

Bwi −Φi ?

Dwi 0 −Ip

+

+
r∑
i=1

r∑
i<j

θiθj




Ψ− ηIm ? ?

G1iBwj −G1i −GT
1i + Pi ?

Dwj 0 −Ip

 +

+


Ψ− ηIm ? ?

G1jBwi −G1j −GT
1j + Pj ?

Dwi 0 −Ip


 < 0, (5.35)

r∑
i=1

θ2i


−Pi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

G2iAi G2iBwi −G2i −GT
2i + Pi ?

Ci Dwi 0 −Im

+

+
r∑
i=1

r∑
i<j

θiθj




−Pi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

G2iAj G2iBwj −G2i −GT
2i + Pi ?

Cj Dwj 0 −Im

 +

+


−Pj ? ? ?

0 −ηIm ? ?

G2jAi G2jBwi −G2j −GT
2j + Pj ?

Ci Dwi 0 −Im



 < 0. (5.36)

Заметим также, что (
r∑
i=1

θi)
2 = 1. Так как θi > 0, i = 1, r, то очевидно, что

неравенства (5.6)–(5.8) выполняются, когда выполняются неравенства (5.30)–

(5.34).

Полученные в теореме 5.2 условия свободны от вектора параметров Θ и

позволяют оценить анизотропийную норму политопической системы, проверив

выполнение 2r+r(r−1)+1 неравенства. Число неравенств, а также переменных

можно снизить, повысив консерватизм оценки с учетом того факта, что Φ(Θ) =

P−1(Θ). Сформулируем теорему.
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Теорема 5.3. Система (5.1)–(5.2) является робастно устойчивой, а ее анизо-

тропийная норма строго меньше числа γ > 0 для известного уровня средней

анизотропии a > 0 и всех возможных неопределенностей, удовлетворяющих

(5.3)–(5.4), если существуют такие матрицы Φi > 0, Ψ > 0, невырожденные

матрицы Gi и число η > γ2, при которых справедливы следующие матричные

неравенства:

η −
(
e−2a det Ψ

)1/m
< γ2, (5.37)

Ψ− ηIm ? ?

Bwi −Φi ?

Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.38)


−Gi −GT

i + Φi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AiGi Bwi −Φi ?

CiGi Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.39)


−Gi −GT

i + Φi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AjGi Bwj −Φi ?

CjGi Dwj 0 −Ip

+

+


−Gj −GT

j + Φj ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AiGj Bwi −Φj ?

CiGj Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.40)

где i, j = 1, r, i < j.

Доказательство. Рассмотрим неравенства (5.15) и (5.26), полученные при

доказательстве предыдущей теоремы. Введем переменную Φ(Θ) = P−1(Θ), а
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также зафиксируем параметр η и матрицу Ψ. Тогда неравенства (5.15) и (5.26)

перепишутся в следующем виде:
Ψ− ηIm BT

w (Θ) DT
w (Θ)

Bw(Θ) −Φ(Θ) 0

Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0 (5.41)

и 
−Φ−1(Θ) ? ? ?

0 −γ2Im ? ?

A(Θ) Bw(Θ) −Φ(Θ) ?

C(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0. (5.42)

Последнее неравенство содержит матрицу Φ−1(Θ). Чтобы избавиться от нее,

умножим неравенство (5.42) слева и справа на матрицу
GT (Θ) 0 0 0

0 Im 0 0

0 0 In 0

0 0 0 Ip


и ее транспонированную, соответственно. В результате получаем:

Λ(Θ) ? ? ?

0 −ηIm ? ?

A(Θ)G(Θ) Bw(Θ) −Φ(Θ) ?

C(Θ)G(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0. (5.43)

где Λ(Θ) = −GT (Θ)Φ−1(Θ)G(Θ).

Заметим, что Φ(Θ) > 0, поэтому из выполнения неравенства

−(G(Θ)− Φ(Θ))T Φ−1(Θ)(G(Θ)− Φ(Θ)) 6 0

следует, что −GT (Θ)Φ−1(Θ)G(Θ) 6 −G(Θ)−GT (Θ)+Φ(Θ). Из последнего сле-

дует, что неравенство (5.43) справедливо, если справедливо неравенство (5.42).
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Принимая во внимание выражения для параметрических неопределенно-

стей (5.3)–(5.4), рассмотрим матрицу Φ(Θ) в форме Φ(Θ) =
∑r

i=1 θiΦi. Тогда

неравенства (5.41) и (5.43) запишутся в следующем виде:

r∑
i=1

θi


Ψ− ηIm ? ?

Bwi −Φi ?

Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.44)

r∑
i=1

θ2
i


−Gi −GT

i + Φi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AiGi Bwi −Φi ?

CiGi Dwi 0 −Im

+

+
r∑
i=1

r∑
i<j

θiθj




−Gi −GT

i + Φi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AjGi Bwj −Φi ?

CjGi Dwj 0 −Im

 +

+


−Gj −GT

j + Φj ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AiGj Bwi −Φj ?

CiGj Dwi 0 −Im



 < 0. (5.45)

Следует заметить, что неравенство (5.45) можно получить, используя свой-

ство (5.4) и учитывая, что (
r∑
i=1

θi)
2 = 1.Очевидно, что из выполнения неравенств

(5.38)–(5.40) автоматически следует выполнение неравенств (5.44) и (5.45). Что

завершает доказательство.

Полученные в теореме 5.3 условия позволяют оценить анизотропийную нор-

му политопической системы, проверив выполнение 2r + r(r−1)
2 + 1 неравенства.

К сожалению, оценить степень консерватизма полученных в теоремах 5.2

и 5.3 аналитическими методами невозможно. Оценить степень консерватизма

условий можно только для конкретных примеров численными методами. Эти
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методы можно разработать на основе теоремы 5.1. Рассмотрим сеточный ме-

тода анализа политопических систем с использованием теоремы 5.1. Алгоритм

может быть представлен в следующем виде.

Алгоритм 5.1.

Шаг 1. Задаем уровень средней анизотропии a > 0 и шаг сетки h. Задаем

множество Ω, лежащее внутри единичного куба из Rr−1 и состоящее из

множества точек — узлов сетки. Фиксируем параметр Θ, назначая первые

(r − 1) компонент — координатами точки из множества Ω, а последнюю

вычисляем по формуле θr = 1−
∑r−1

i=1 θi = 1.

Шаг 2. Задаем k = 1.

Шаг 3. Пока k 6 N, выбираем элемент множества Ωk, фиксируем мат-

рицы системы Ak =
∑r

i=1 θiAi, Bk =
∑r

i=1 θiBwi, Ck =
∑r

i=1 θiCzi,

Dk =
∑r

i=1 θiDzwi.

Шаг 4. Для фиксированных значений Ak, Bk, Ck, Dk решается оптимизаци-

онная задача:

γ2
k = min γ2

на множестве переменных {η, γ2, P, Ψ, G1, G2}, удовлетворяющих нера-

венствам (1.52)–(1.54).

Шаг 5. Если система матричных неравенств неразрешима на шаге 4, то си-

стема система является неустойчивой при данных значениях параметров,

а алгоритм останавливается. Если решение найдено, то вычисляется зна-

чение γ∗ = max{γk, γk−1}, Если k < N , то k = k + 1, возвращаемся на

Шаг 4. Если k = N , то переходим на Шаг 6.

Шаг 6. Верхняя граница анизотропийной нормы определяется как γ∗.

К одному из недостатков такого метода следует отнести то, что достаточно

крупный шаг сетки не позволит с удовлетворительной точностью оценить верх-
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нюю границу анизотропийной нормы. Поэтому, рекомендуется сначала прове-

рить систему на робастную устойчивость с помощью теорем 5.2 или 5.3.

Рассмотрим вычислительный пример, показывающий, как работает предло-

женный алгоритм.

Пример 5.1. Пусть система задается в виде:

A1 =

 0.9 −0.7

0.5 −0.3

 , A2 =

 1 1

−0.5 −0.7

 ,
Bw1 =

 0.5

0

 , Bw2 =

 −0.5

2

 ,
C1 = C2 =

[
1 0

]
, Dw1 = Dw2 = 0.

Выполним проверку, является ли данная система робастно устойчивой.

Для этого рассмотрим множество параметров θ1 и θ2. Параметр θ2 можно

явно выразить через θ1 по формуле θ2 = 1 − θ1. Тогда матрица A(Θ) будет

иметь вид:

A(Θ) = θ1A1 + θ2A2 =

 1− 0.1θ1 1− 1.7θ1

θ1 − 0.5 0.4θ1 − 0.7

 .
Параметрический спектр матрицы A(Θ) можно вычислить в явном виде.

Получаем:

λ1(Θ) = 0.15θ1 + 0.15− 0.5
√

0.89 + 5.7θ1 − 6.55θ2
1,

λ2(Θ) = 0.15θ1 + 0.15 + 0.5
√

0.89 + 5.7θ1 − 6.55θ2
1.

В диапазоне 0 6 θ1 6 1 оба собственных значения являются действитель-

ными. Графики зависимостей величины собственных чисел матрицы A(Θ)

приведены на рис. 5.1. Как видно из графиков, собственные значения лежат

внутри единичного круга для всех значений вектора параметров Θ из диа-

пазона (5.4). Таким образом, можно использовать алгоритм 5.1 для оценки

анизотропийной нормы заданной системы.
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Рис. 5.1. Спектр матрицы A(Θ) из примера 5.1.

Согласно алгоритму 5.1., множество Ω можно задать в следующем виде

θ2 = 1 − θ1, 0 6 θ1 6 1. Выберем шаг сетки как h = 0.01, а уровни средней

анизотропии зададим через a1 = 0, a2 = 0.5, a3 = 100. Случай a1 = 0 соответ-

ствует задаче оценки верхней границы H2 нормы, случай a3 = 100 близок к

задаче оценки верхней границы H∞ нормы. Результат вычисления анизотро-

пийной нормы в узлах сетки для различных значений Θ для случая a2 = 0.5

проиллюстрирован на Рис. 5.2. Легко видеть, что наибольшее значение нор-

мы достигается в точке θ1 = 0.62, θ2 = 0.38. Таким образом, верхняя граница

анизотропийной нормы для случая a2 = 0.5 равна |||F |||a ≈ 7.0013.

Аналогично, применяя алгоритм 5.1. для случаев a1 = 0 и a3 = 100, имеем

соответственно |||F |||0 = ‖F‖2 ≈ 2.2619, |||F |||100 ≈ 8.6421 ≈ ‖F‖∞. График

значений анизотропийной нормы в узлах сетки для случаев a1 = 0 и a3 = 100

показаны на Рис. 5.3.

В примере 5.1 были продемонстрированы возможности алгоритма 5.1 для

оценки анизотропийной нормы политопической системы. В следующем примере

оценим степень консерватизма методов оценки анизотропийной нормы полито-
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Рис. 5.2. Величина анизотропийной нормы в узлах сетки при различных

значениях Θ при a2 = 0.5.

Рис. 5.3. Величина анизотропийной нормы в узлах сетки при различных

значениях Θ при a1 = 0 (верхний рисунок) и a3 = 100 (нижний рисунок).
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Рис. 5.4. Зависимость минимального значения γ от параметров Θ при a = 0.

пической системы, сфомулированных в теоремах 5.2 и 5.3.

Пример 5.2. Пусть система задается следующими матрицами:

A1 =

 0.9 −0.7

0.5 −0.3

 , A2 =

 1 1

−0.5 −0.7

 , A3 =

 0.7 0.4

−0.5 −0.5

 ,
Bw1 =

 0.5

−0.5

 , Bw2 =

 −0.5

2

 , Bw3 =

 0

−2

 ,
C1 = C2 =

[
1 0

]
, C3 =

[
1 0.3

]
, Dw1 = 0, Dw2 = 0.1, Dw3 = −0.1.

Для оценки степени консерватизма методов, предложенных в теоремах

5.2 и 5.3 воспользуемся сеточным методом анализа системы с шагом сетки

h = 0.01. На рис. 5.4–5.6 представлены результаты минимизации γ в различ-

ных узлах сетки.

Как видно из графиков, двойной супремум (5.5) для различных уровней

средней анизотропии a достигается в различных точках Θ. Результаты чис-

ленных экспериментов по вычислению анизотропийной нормы приведены в

таблице 5.1.
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Рис. 5.5. Зависимость минимального значения γ от параметров Θ при a = 0.5.

Рис. 5.6. Зависимость минимального значения γ от параметров Θ при a = 1.5.
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Таблица 5.1. Результаты вычисления анизотропийной нормы

Средняя анизотропия a 0 0.1 0.5 1 1.5 100

|||FΘ|||a на основе теоремы 5.1 1.6921 1.9258 2.3825 2.6616 2.7564 2.8100

|||FΘ|||a на основе теоремы 5.2 4.6495 6.2913 7.9585 8.6163 8.8423 8.9707

|||FΘ|||a на основе теоремы 5.3 6.7304 8.1552 9.0582 9.3701 9.4742 9.5327

Как видно из таблицы 5.1, условия теоремы 5.3 дают более консервативные

результаты. Несмотря на это, асимптотика анизотропийной нормы для приве-

денных численно реализуемых методов сохраняется. Таким образом, данные

методы можно использовать для оценки анизотропийного качества политопи-

ческих систем.

5.1.3. Синтез робастного анизотропийного управления по состоянию

для политопических систем

Неравенства (5.22), (5.26) и (5.43) определяют параметрические условия для

проверки ограниченности анизотропийной нормы разомкнутой политопической

системы (5.1)–(5.2). На основе данных неравенств можно получить условия для

синтеза робастного закона управления.

Теорема 5.4. Система (5.1)–(5.2) робастно стабилизируема законом управ-

ления в виде статической обратной связи по состоянию u(k) = K(Θ)x(k),

а ее анизотропийная норма строго ограничена числом γ > 0 для известного

уровня средней a > 0 входного возмущения для всех возможных неопреде-

ленностей, определяемых выражениями (5.3)–(5.4) если существуют такие

матрицы Φ(Θ) > 0, Ψ > 0, L(Θ), G(Θ) и число η > γ2, для которых справед-

ливы неравенства

η −
(
e−2a det Ψ

)1/m
< γ2, (5.46)
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Ψ− ηIm ? ?

Bw(Θ) −Φ(Θ) ?

Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0, (5.47)


−G(Θ)−GT (Θ) + Φ(Θ) ? ? ?

0 −ηIm ? ?

A(Θ)G(Θ) +Bu(Θ)L(Θ) Bw(Θ) −Φ(Θ) ?

C(Θ)G(Θ) +Du(Θ)L(Θ) Dw(Θ) 0 −Ip

 < 0. (5.48)

При этом параметры регулятора определяются выражением

K(Θ) = L(Θ)G(Θ)−1.

Доказательство. Замкнутая система задается выражениями

x(k + 1) = (A(Θ) +Bu(Θ)K(Θ))x(k) +Bw(Θ)w(k), (5.49)

z(k) = (C(Θ) +Du(Θ)K(Θ))x(k) +Dw(Θ)w(k). (5.50)

Используя обозначение K(Θ) = L(Θ)G−1(Θ) неравенства (5.46)–(5.48) по-

лучаются напрямую из (5.22), (5.26) и (5.43) соответственно после подстановки

в них параметров замкнутой системы.

Условия теоремы 5.5 также являются параметрическими. Эти условия

неприменимы при реализации численных процедур синтеза робастного управ-

ления. Однако на их основе можно получить непараметрические условия для

синтеза робастного анизотропийного управления. Рассмотрим следующую тео-

рему.

Теорема 5.5. Система (5.1)–(5.2) робастно стабилизируема законом управ-

ления в виде статической обратной связи по состоянию u(k) = Kx(k), а

ее анизотропийная норма строго ограничена числом γ > 0 для известного

уровня средней анизотропии a > 0 входного возмущения для всех возможных

неопределенностей, определяемых выражениями (5.3)–(5.4) если существуют
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такие матрицы Φi > 0, Ψ > 0, L, G и число η > γ2, для которых справедливы

неравенства

η −
(
e−2a det Ψ

)1/m
< γ2, (5.51)

Ψ− ηIm ? ?

Bwi −Φi ?

Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.52)


−G−GT

+ Φi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AiG+BuiL Bwi −Φi ?

CiG+DuiL Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.53)

i = 1, r. При этом параметры регулятора определяются выражением

K = L ·G−1
.

Доказательство. Пусть G(Θ) = G, L(Θ) = L, Φ(Θ) =
r∑
i=1

θiΦi. С учетом

выражений (5.3)–(5.4) и введенных предположений, неравенства (5.47) и (5.48)

можно переписать в виде:

r∑
i=1

θi


Ψ− ηIm ? ?

Bwi −Φi ?

Dwi 0 −Ip

 < 0 (5.54)

и

r∑
i=1

θi


−G−GT

+ Φi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AiG+BuiL Bwi −Φi ?

CiG+DuiL Dwi 0 −Ip

 < 0 (5.55)

соответственно. Откуда условия существования робастного регулятора (5.57)–

(5.59) следуют напрямую.
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Полученные условия могут быть использованы для синтеза робастного ани-

зотропийного регулятора с расположением полюсов замкнутой системы в за-

данной области внутри единичного круга. Для этого воспользуемся следующей

леммой.

Лемма 5.1. [199] Разомкнутая система (5.1) робастно устойчива, а ее по-

люса находятся внутри диска, не выходящего за пределы единичного круга, с

центром в точке (xc; 0) и радиусом α, если для некоторой матрицы R(Θ) > 0

справедливо неравенство

α−2(A(Θ)− xcI)TR(Θ)(A(Θ)− xcI)−R(Θ) < 0. (5.56)

Используя теорему 5.5 и лемму 5.1, можно сформулировать следующую тео-

рему.

Теорема 5.6. Система (5.1)–(5.2) робастно стабилизируема законом управ-

ления в виде статической обратной связи по состоянию u(k) = Kx(k), ее

анизотропийная норма не превосходит заданного числа γ > 0 для извест-

ного уровня средней анизотропии a > 0 входного возмущения, а все полюсы

замкнутой системы лежат внутри диска с центром (xc; 0) и радиусом α,

лежащим внутри единичного круга на комплексной плоскости, для всех воз-

можных неопределенностей, определяемых выражениями (5.3)–(5.4), если су-

ществуют такие матрицы Φi > 0, Ri > 0, Ψ > 0, L, G и число η > γ2, при

которых справедливы неравенства

η −
(
e−2a det Ψ

)1/m
< γ2, (5.57)

Ψ− ηIm ? ?

Bwi −Φi ?

Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.58)
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−G−GT

+ Φi ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AiG+BuiL Bwi −Φi ?

CiG+DuiL Dwi 0 −Ip

 < 0, (5.59)

 −α2Ri AiG− xcG+BuiL

? −G−GT
+Ri

 < 0, (5.60)

i = 1, r. При этом параметры регулятора определяются по формуле

K = L ·G−1
.

Доказательство. Неравенства (5.57)–(5.59) получены при доказательстве тео-

ремы 5.5. Докажем теперь, что неравенство (5.60) задает желаемую область

расположения полюсов замкнутой системы. Применим лемму о дополнении по

Шуру к неравенству (5.56), получим −α2R(Θ) A(Θ)− xcI +Bu(Θ)K

? −R−1(Θ)

 < 0. (5.61)

Рассмотрим невырожденную матричную переменную G. Умножим слева и

справа неравенство (5.62) на

 I 0

0 G
T

 и

 I 0

0 G

, соответственно, получим
 −α2R(Θ) A(Θ)G− xcG+Bu(Θ)KG

? −GT
R−1(Θ)G

 < 0. (5.62)

Блок (2, 2) в левой части неравенства (5.62) можно заменить выражением

(−GT − G + R(Θ)). Введем матрицу L = KG и предположим, что R(Θ) =
r∑
i=1

θiRi с Ri > 0. Тогда последнее неравенство с учетом (5.4) можно записать в

форме
r∑
i=1

θi

 −α2Ri AiG− xcG+BuiL

? −GT −G+Ri

 < 0. (5.63)
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Неравенство (5.63) справедливо, если справедливы (5.60) для всех i = 1, r. Это

завершает доказательство.

Теоремы 5.5 и 5.6 определяют непараметрические условия для синтеза ро-

бастного анизотропийного управления, которые являются выпуклыми и вычис-

лительно реализуемыми. Эти условия позволяют также сформулировать опти-

мизационные задачи синтеза γ–оптимального регулятора как задачу выпуклой

оптимизации.

Проблема синтеза γ–оптимального анизотропийного регулятора для поли-

топической системы на основе теоремы 5.5 может быть решена следующим об-

разом. Введем переменную ξ = γ2 и рассмотрим задачу выпуклой оптимизации

ξ∗ = min ξ

на множестве переменных

{η, ξ, Φi, Ψ, G, L},

удовлетворяющих неравенствам (5.57)–(5.59). Если решение существует, то ани-

зотропийную норму замкнутой политопической системы можно оценить как

γ∗ ≈
√
ξ∗.

Пример 5.3. Рассмотрим систему с реализацией в пространстве состояний:

A1 =

 1.2 −0.7

0.5 −0.3

 , A2 =

 1 1

−0.5 −0.7

 ,
Bw1 = Bw2 =

 −0.5

1

 ,
Bu1 =

 1

1

 , Bu2 =

 1

0

 ,
C1 = C2 =

[
1 0

]
, Dw1 = Dw2 = 0.
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Таблица 5.2. Результаты моделирования в примере 5.3.

Средняя анизотропия a 0 0.1 5

Закон управления KT

−0.9841

−0.0914

 −1.0125

−0.1039

 −0.9995

−0.0821


min γ на основе теоремы 5.5 1.1741 1.5549 2.0812

|||F |||a на основе теоремы 5.1 1.1522 1.5181 2.0623

|||F |||a на основе теоремы 5.2 1.1522 1.5201 2.0623

|||F |||a на основе теоремы 5.3 1.1524 1.5364 2.0623

Система является неустойчивой для некоторых значений θ1 и θ2. Напри-

мер, при θ1 = 0.66 и θ2 = 0.34 спектральный радиус матрицы A(Θ) равен

ρ(0.66A1 + 0.34A2) = 1.1195. Результаты вычислительных экспериментов

проиллюстрированы в таблице 5.2. Из таблиц видно, что результат оценки

анизотропийной нормы политопической системы с использованием теоремы

5.3 очень близок к результату с использованием теоремы 5.1.

Рассмотрим применение полученных результатов при управлении подклю-

ченным к сети ШИМ-инвертором с LCL фильтром. Целью работы ШИМ-

инветора, подключенного к сети, является преобразование постоянного тока

в синусоидальный с помощью широтно-импульсной модуляции (ШИМ). LCL

фильтры, используемые на выходе ШИМ-инверторов, необходимы для умень-

шения амплитуды высокочастотных гармоник, обеспечивая пригодный ток се-

ти для потребителя. Таким образом, важной задачей управления для ШИМ-

инверторов с LCL фильтрами является борьба с резонансными пиками и одно-

временным подавлением внешнего возмущения со стороны сети.

Функциональная схема однофазногоШИМ-инвертора с LCL фильтром, под-

ключенного к сети в точке общего подключения, описанного в работе [190], по-

казана на рис. 5.7.
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Рис. 5.7. ШИМ-инвертор с LCL фильтром, подключенный к сети.

Динамику LCL фильтра в пространстве состояний можно записать с помо-

щью дифференциального уравнения

ẋ(t) = Afx(t) +Bf
v v(t) +Bf

wvd(t), (5.64)

y(t) = Cfx(t). (5.65)

Здесь вектор состояния x(t) =
[
ic(t) vc(t) ig(t)

]T

, ic(t) — ток конвертера,

vc(t) — напряжение конденсатора, ig(t) — ток сети, v(t) — управляющее напря-

жение, приложенное к конвертеру, vd(t) — возмущающее напряжение в сети.

Параметры системы определяются выражениями:

Af =


− rc
Lc
− 1
Lc

0

1
C 0 − 1

C

0 1
Lg
− rg
Lg

 , Bf
v =


1
Lc

0

0

 , Bf
w =


0

0

− 1
Lg

 ,
Cf =

[
0 0 1

]
, Lg = Lg1 + Lg2.

Здесь Lc, Lg1, C и rc — индуктивность, емкость и паразитное сопротивле-

ние LCL фильтра. Индуктивность сети Lg2 и паразитное сопротивление сети rg

неизвестны и принадлежат интервалам Lg2 ∈ [Lmin
g2 , L

max
g2 ], rg ∈ [rmin

g , rmax
g ].

Система непрерывного времени (5.64)–(5.65) дискретизуется с помощью экс-
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траполятора нулевого порядка как

Ad = eA
fh, Bd

∗ =

h∫
0

eA
f (h−τ)Bf

∗ dτ, C
d = Cf , (5.66)

где h — шаг дискретизации, ∗ означает индекс v или w в зависимости от того,

какая матрица Bf
∗ дискретизуется.

Замечание 5.1. Матричная экспонента eA
fh может быть вычислена с по-

мощью разложения в ряд Тейлора по формуле

eA
fh = I +

∞∑
j=1

Ajhj

j!
. (5.67)

Целью работы конвертера, подключенного к сети, является поддержание по-

стоянной амплитуды тока в сети на фундаментальной частоте (в данном случае

60 Гц). Для того, чтобы установившаяся ошибка на фундаментальной частоте

была нулевой, в систему управления вводится пропорционально-резонансный

регулятор, математическая модель которого определяется в виде:

xpr(k + 1) = Rxpr(k) + T (iref(k)− y(k)), (5.68)

где R =

 a b

1 0

 и T =

 c

0

 . Параметры a и b являются коэффициентами

полинома

P (z) = (z − ejωh)(z − e−jωh)

с фундаментальной частотой ω = 60 Гц. Параметр c — коэффициент усиления,

который обеспечивает необходимое слежение. Параметры a, b, c выбираются

следующим образом [190]:

R =

 1.99965 −1

1 0

, T =

 0.0078

0

 .
Так как параметры Lg2 и rg являются неопределенными, то неопределенно-

сти содержат матрицы Ad, Bd
w и Bd

v . Эти неопределенности можно представить
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в виде политопических неопределенностей с r = 2N вершинами, где N = 2 —

число неопределенных параметров, соответствующих значениям rg и Lg. Так-

же предполагается, что DSP-контроллер для расчета сигнала управления имеет

задержку на один шаг. Математическая модель дискретизованного объекта с

политопическими неопределенностями принимает вид:

ξ(k + 1) = A(Θ)ξ(k) +Bu(Θ)u(k) +

+Bw(Θ)vd(k) +Br(Θ)iref(k), (5.69)

z(k) = C(Θ)ξ(k), (5.70)

где

A(Θ) =


Ad(Θ) Bd

v(Θ) 03×2

01×3 0 01×2

−TCd 02×1 R

 , Bu(Θ) =


03×1

1

02×1

 ,

Bw(Θ) =


Bd
w(Θ)

1

02×1

 , Br(Θ) =


03×1

0

T

 ,
C(Θ) =

[
Cd 0 01×2

]
.

Параметры расширенной модели (5.70)–(5.70) вычисляются с помощью ме-

тода дискретизации, определенном выражением (5.66), с частотой дискретиза-

ции 1/h = 20040 . Для вычисления матричной экспоненты были взяты 5 членов

ряда Тейлора, определяемого выражением (5.67). Заметим также, что дискре-

тизованная политопическая модель является приближенной для непрерывной

системы, так как линейные вариации параметров rg и Lg в непрерывной систе-

ме приводят к нелинейным вариациям в дискретизованной системе. Несмотря

на это, максимальное рассогласование не превышает 0.4%, что является при-

емлемым для дальнейших рассуждений. Параметры конвертера приведены в

таблице 5.3.
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Таблица 5.3. Параметры конвертера.

Тип параметра Обозначение Значение

Индуктивность конвертера Lc 1 мГн

Паразитное сопротивление конвертера rc 0.1 Ом

Индуктивность сети Lg1 0.5 мГн

Емкость LCL фильтра C 25 µФ

Макс. индуктивность сети Lmax
g2 1 мГн

Мин. индуктивность сети Lmin
g2 0 мГн

Мин. паразитное сопротивление сети rmin
g 0 Ом

Мин. паразитное сопротивление сети rmax
g 0.3 Ом

Математическая модель объекта управления для параметров, представ-

ленных в Таблице 5.3, имеет вид: Ad(Θ) =
∑4

i=1Aiθi, B
d
v(Θ) =

∑4
i=1Bviθi,

Bd
w(Θ) =

∑4
i=1Bwiθi и C(Θ) = Cd, где

A1 =


0.9466 −0.0473 0.0485

1.8933 0.8544 −1.8981

0.0970 0.0949 0.9029

, A2 =


0.9466 −0.0473 0.0480

1.8938 0.8553 −1.8697

0.0960 0.0935 0.8753

,

A3 =


0.9461 −0.0484 0.0490

1.9364 0.9182 −1.9413

0.0327 0.0324 0.9673

, A4 =


0.9461 −0.0484 0.0489

1.9364 0.9183 −1.9315

0.0326 0.0322 0.9575

,

Bv1 =


0.0490

0.0485

0.0016

, Bv2 =


0.0490

0.0485

0.0016

, Bv3 =


0.0490

0.0490

0.0005

, Bv4 =


0.0490

0.0490

0.0005

,

Bw1 =


−0.0016

0.0971

−0.0965

, Bw2 =


−0.0016

0.0962

−0.0951

, Bw3 =


−0.0005

0.0327

−0.0329

,
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Bw4 =


−0.0005

0.0326

−0.0327

, Cd =
[

0 0 1
]
.

Область D на комплексной плоскости, которая ограничивает расположение

полюсов замкнутой системы, определяется следующим образом [190]:

α = 0.49, xc = 0.5, a = 0.15, γ2 = 2.

Анизотропийный регулятор Ka, полученный с помощью теоремы 5.6, а также

H∞ регулятор K∞, полученный в работе [190] (с параметром µ = 100), приве-

дены в таблице 5.4.

Таблица 5.4. Параметры регуляторов.

Ka K∞

–4.988444 –21.253614

1.021542 –1.367197

2.915009 4.299398

–0.169462 –0.919720

11.885408 104.362022

–11.706463 –103.446202

Собственные значения замкнутой системы показаны на рис. 5.8.

На рис. 5.9 представлены графики АЧХ и ФЧХ от задающего входа iref(t)

к выходу ig(t) для двух видов регуляторов. На рис. 5.11 представлены графи-

ки АЧХ и ФЧХ в увеличенном масштабе в районе фундаментальной частоты

ω = 60 Гц, которые позволяют оценить качество слежения за фундаменталь-

ной частотой. Как видно из рисунков, анизотропийный регулятор позволяет

повысить качество слежения при отклонениях в фундаментальной частоте.

Чтобы показать качество слежения за задающим воздействием в замкнутой

системе при наличии неопределенностей, предположим, что Lg2(k) = θ(k)Lmin
g2 +
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Рис. 5.8. Собственные значения замкнутой системы для разных значений rg и

Lg.

Рис. 5.9. АЧХ и ФЧХ замкнутой системы от iref к ig для разных значений Lg2:

голубая линия — анизотропийный регулятор, красная линия —

H∞ –регулятор, взятый из работы [190].
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Рис. 5.10. АЧХ и ФЧХ замкнутой системы от iref к ig для разных значений

Lg2 в увеличенном масштабе: голубая линия — анизотропийный регулятор,

красная линия — H∞ –регулятор, взятый из работы [190].

(1−θ(k))Lmax
g2 and rg(k) = θ(k)rmin

g +(1−θ(k))rmax
g with θ(k) изменяется по закону

θ(k) =


0, 0 6 k < 0.05/h,

0.5, 0.05/h 6 k < 0.1/h,

1, 0.1/h 6 k 6 0.15/h.

(5.71)

Задающий сигнал iref(t) предполагается синусоидой с амплитудой, изменя-

ющейся по закону:

Iref =

 10 A, если 0 6 t < 0.1;

20 A, если 0.1 6 t < 0.2.

Входное возмущение имеет вид:

vd(k) = v
(1)
d (k) + v

(2)
d (k),

где v(1)
d (k) — возмущающее напряжение в сети, изменяющееся по закону

v
(1)
d (k) = 110

√
2 sin(ω̂kTs + ϕ)
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Рис. 5.11. АЧХ и ФЧХ замкнутой системы от vd к ig для разных значений Lg2:

голубая линия — анизотропийный регулятор, красная линия —

H∞ –регулятор, взятый из работы [190].
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Рис. 5.12. Реализация входного возмущения v(2)
d (t).

с ω̂ = 60+∆ω Гц, (отклонение от фундаментальной частоты лежит в интервале

∆ω ∈ [−2; 2]), ϕ = π/10 — фазовый сдвиг, а слагаемое v(2)
d (k) — стационарная

гауссовская последовательность, которая генерируется фильтром

η(k + 1) = 0.195η(k) + n(k),

v
(2)
d (k) = 3η(k) + 1.08n(k),

из гауссовского белого шума n(k) с нулевым средним и единичной ковари-

ационной матрицей. Средняя анизотропия последовательности v
(2)
d (k) равна

A(V
(2)
d ) = 0.151. Реализация возмущения показана на рис. 5.12.

Входное возмущение сети представлено на рис. 5.13.

Результаты моделирования замкнутой системы показаны на рис. 5.14 и 5.15.

Как видно из рис. 5.15, оба регулятора обеспечивают хорошие следящие свой-

ства в замкнутой системе при наличии шумов измерения. Однако анизотропий-

ный регулятор имеет ряд преимуществ. Во-первых, величины коэффициентов

регулятора на порядок меньше для той же области D расположения собствен-

ных чисел матрицы замкнутой системы при более высоком быстродействии за-
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Рис. 5.13. Реализация возмущения в сети vd(t).

мкнутой системы. Во-вторых, управление, полученное с помощью анизотропий-

ного регулятора, более гладкое, чем управление с помощью H∞ регулятора.

Таким образом, анизотропийный регулятор позволяет получить лучшее ка-

чество слежения за задающим воздействием при меньших значениях коэффици-

ентов регулятора в цепи обратной связи. Кроме того, амплитуда управляющего

воздействия в установившемся режиме при воздействии случайных возмущений

ниже, чем у H∞ регулятора с такими же характеристиками.
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Рис. 5.14. Моделирование динамики системы для слежения за задающим

током iref(t).

Рис. 5.15. Ошибка слежения за задающим током iref(t).
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5.2. Анизотропийный анализ и синтез анизотропийных

регуляторов для систем с ограниченными по норме

неопределенностями

Задачи анализа синтеза систем с ограниченными по норме параметриче-

скими неопределенностями в хорошо известных H2 и H∞ теориях решались

разными зарубежными учеными. Решение задач субоптимального управления

по состоянию для дискретных систем с ограниченными по норме неопределен-

ностями приведено в работах [88, 177, 272]. Задачи управления по выходу были

решены в [269]. Также стоит отметить, что в работе [88] были полученые усло-

вия, при которых замкнутая система является асимптотически устойчивой при

нестационарных неопределенностях.

Задача синтеза робастных систем с ограниченными по норме параметриче-

скими неопределенностями и анизотропийным критерием качества была впер-

вые решена в [26, 173]. В этих работах параметры регулятора определялись из

решения связанных между собой нелинейных матричных уравнений, что при-

водило к значительным сложностям при численной реализации разработанной

методики. Данный недостаток был преодолен с применением матричных нера-

венств. Условия синтеза статических и динамических регуляторов на основе

методов выпуклой оптимизации были сформулированы в работах [31, 260]. Ре-

шение одной из задач робастного анизотропийного управления для параметри-

чески неопределенной дискретной системы на основе матричных неравенств и

с использованием методов выпуклой оптимизации можно найти в работе [259].

Работа [259] посвящена синтезу субоптимального анизотропийного регулято-

ра по состоянию для систем с дробно-линейными параметрическими неопре-

деленностями. Можно показать, что в определенных случаях параметрические

неопределенности объекта управления можно представить как в виде дробно-

линейных, так и в виде ограниченных по норме неопределенностей, рассмот-
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ренных в настоящем разделе. Однако множества систем, описываемых дробно-

линейными и ограниченными по норме неопределенностями, хотя и имеют вза-

имное пересечение, описывают разные классы неопределенных систем [75]. Та-

ким образом, постановка и решение задач анизотропийного анализа и синтеза

анизотропийных регуляторов для систем с ограниченными по норме неопреде-

ленностями позволит расширить класс объектов, для которых можно приме-

нить анизотропийную теорию.

5.2.1. Анизотропийный анализ систем с ограниченными по норме

параметрическими неопределенностями

Рассмотрим постановку задачи анизотропийного анализа систем с огра-

ниченными по норме параметрическими неопределенностями. Система в про-

странстве состояний записывается в виде:

x(k + 1) = (A+MA∆NA)x(k) + (B +MB∆NB)w(k), (5.72)

y(k) = (C +MC∆NC)x(k) + (D +MD∆ND)w(k), (5.73)

где x(k) ∈ Rn — вектор состояния системы, w(k) ∈ Rm — случайное внешнее

возмущение с нулевым средним и ограниченной средней анизотропией A(W ) 6

a, a > 0, y(k) ∈ Rp — измеряемый выход системы, ∆ ∈ Rs×s неизвестная

матрица с ограниченной нормой ∆T ∆ 6 Is. Для системы (5.72)–(5.73) введем

для удобства обозначения A∆ = A + MA∆NA, B∆ = B + MB∆NB, C∆ = C +

MC∆NC , D∆ = D +MD∆ND.

Определение анизотропийной нормы системы (5.72)–(5.73) вводится анало-

гично определению 4.4 и формулируется следующим образом.

Определение 5.2. Анизотропийная норма системы (5.72)–(5.73) для случай-

ного сигналаW = {w(k)}k∈Z с нулевым средним и ограниченным уровнем сред-

ней анизотропии A(W ) 6 a определяется соотношением

|||F∆|||a = sup
∆:∆T ∆6Is

sup
W : A(W )6a

‖Y ‖P
‖W‖P

,
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где Y = {y(k)}k∈Z.

Задача 5.3. Задача робастного анизотропийного анализа для систем с огра-

ниченными по норме неопределенностями заключается в проверке робастной

устойчивости системы (5.72)–(5.73) и ограниченности сверху ее анизотро-

пийной нормы

|||F∆|||a < γ

для известного уровня средней анизотропии случайного входного возмущения

a > 0 и заданного числа γ > 0 при всех возможных значениях неопределенных

параметров.

Ниже приведем решение задачи анизотропийного анализа на основе теоремы

2.4. Сформулируем следующую теорему.

Теорема 5.7. Для заданных действительных чисел a > 0 и γ > 0 систе-

ма (5.72)–(5.73) робастно устойчива, а ее анизотропиная норма ограничена

сверху параметром γ, т.е. |||F∆|||a < γ, если существуют такие числа η > γ2,

ε1 > 0, ε2 > 0, а также n × n-матрица Φ = ΦT > 0, n × n-матрица

Π = ΠT > 0 : ΦΠ = In, m × m-матрица Ψ = ΨT > 0 и n × n-матрица

Y , для которых справедливы следующие неравенства:

η − (e−2a det(Ψ))1/m < γ2, (5.74) Ξ + ε1M1M
T
1 NT

1

N1 −ε1I2s

 < 0, (5.75)

 Ω + ε2N
T
2 N2 M2

MT
2 −ε2I4s

 < 0. (5.76)

Здесь

Ξ =


Ψ− ηIm BT DT

B −Π 0

D 0 −Ip

 , M1 =


0 0

MB 0

0 MD

 , N1 =

 NB 0 0

ND 0 0

 ,
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Ω =



−1

2
Y − 1

2
Y T Y A Y B ΦT − Y T − 1

2
Y 0

ATY T −Φ 0 ATY T CT

BTY T 0 −ηIm BTY T DT

Φ− Y − 1

2
Y T Y A Y B −Y − Y T 0

0 C D 0 −Ip


,

M2 =



YMA YMB 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

YMA YMB 0 0

0 0 MC MD


, N2 =


0 NA 0 0 0

0 0 NB 0 0

0 NC 0 0 0

0 0 ND 0 0

 .

Доказательство. Для доказательства теоремы подставим параметры систе-

мы (5.72)–(5.73), содержащие неопределенности, в условия теоремы 2.4. Нера-

венство (2.87) не позволяет отделить неопределенность от известных матриц.

Поэтому введем переменную Ψ = ΨT > 0, которая удовлетворяет неравенству

Ψ < ηIm −BT
∆ ΦB∆ −DT

∆D∆. (5.77)

Тогда с учетом (5.77), неравенство (2.87) эквивалентно неравенству (5.74).

Используя дополнение по Шуру, неравенство (5.77) может быть преобразо-

вано к виду

Ψ− ηIm −
[
BT

∆ DT
∆

] −Φ−1 0

0 −Ip

 B∆

D∆

 < 0

или 
Ψ− ηIm BT

∆ DT
∆

B∆ −Φ−1 0

D∆ 0 −Ip

 < 0. (5.78)
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Неравенство (5.78) можно записать в виде:
Ψ− ηIm BT DT

B∆ −Φ−1 0

D 0 −Ip

+ He




0 0

MB 0

0 MD

∆

 NB 0 0

ND 0 0


 < 0. (5.79)

Применяя последовательно лемму Петерсeна 1.3 и лемму о дополнении Шура

1.4 с учетом того, что Φ−1 = Π, получаем (5.75).

Неравенство (2.88) для системы (5.72)–(5.73) примет форму

−1

2
Y − 1

2
Y T Y A Y B ΦT − Y T − 1

2
Y 0

ATY T −Φ 0 ATY T CT

BTY T 0 −ηIm BTY T DT

Φ− Y − 1

2
Y T Y A Y B −Y − Y T 0

0 C D 0 −Ip


+

+ He





YMA YMB 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

YMA YMB 0 0

0 0 MC MD


∆


0 NA 0 0 0

0 0 NB 0 0

0 NC 0 0 0

0 0 ND 0 0




< 0. (5.80)

Используя лемму Петерсена 1.3 неравенство (5.80) может быть преобразо-

вано к виду (5.76). Выражение (5.74) совпадает с выражением (2.87) из теоре-

мы 2.4. Таким образом, |||F∆|||a < γ, что и завершает доказательство.

Замечание 5.2. Условия теоремы 5.7 являются невыпуклыми, так как од-

ним из условий является существование взаимнообратных матриц. Для ре-

шения задачи анизотропийного анализа обыкновенной системы с ограничен-

ными по норме неопределенностями можно воспользоваться существующи-

ми алгоритмическими методами поиска взаимнообратных матриц.

Условия теоремы 5.7 позволяют оценить верхнюю границу анизотропийной

нормы системы (5.72)–(5.73). Для этого введем обозначение ξ = γ2, тогда за-
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дача оценки верхней границы анизотропийной нормы неопределенной системы

может быть записана как

ξ∗ = min ξ

на множестве переменных

{η, ξ, Φ, Ψ, Π, Y, ε1, ε2},

удовлетворяющим условиям теоремы 5.7. После того, как будет найдено мини-

мальное значение ξ∗, верхняя граница анизотропийной нормы системы F∆(z)

определяется выражением

|||F∆|||a ≈
√
ξ∗.

Выпуклые условия анизотропийного анализа системы (5.72)–(5.73) можно

получить, используя лемму 1.5. Справедлива следующая теорема.

Теорема 5.8. Для заданных действительных чисел a > 0 и γ > 0 систе-

ма (5.72)–(5.73) робастно устойчива, а ее анизотропиная норма ограничена

сверху параметром γ, т.е. |||F∆|||a < γ, если существуют такие числа η > γ2,

ε1 > 0, ε2 > 0, а также n × n-матрица Y = Y T > 0, m × m-матрица

Ψ = ΨT > 0, для которых справедливы следующие неравенства:

η − (e−2a det(Ψ))1/m < γ2, (5.81) Ξ + ε1M1M
T
1 NT

1

N1 −ε1I2s

 < 0, (5.82)

 Ω + ε2M2M
T
2 NT

2

N2 −ε2I4s

 < 0. (5.83)

Здесь

Ξ =


Ψ− ηIm BT DT

B −Y 0

D 0 −Ip

 , M1 =


0 0

MB 0

0 MD

 , N1 =

 NB 0 0

ND 0 0

 ,
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Ω =


Y 0 Y AT Y CT

0 −ηIm BT DT

AY B −Y 0

CY D 0 −Ip

 , (5.84)

M2 =


0 0 0 0

0 0 0 0

MA 0 MB 0

0 MC 0 MD

 , N2 =


NAY 0 0 0

NCY 0 0 0

0 NB 0 0

0 ND 0 0

 . (5.85)

Доказательство. Запишем для системы (5.72)–(5.73) условия леммы 1.5.

Тогда неравенство (1.54) запишется в виде:
−Y −1 0 AT

∆ CT
∆

0 −ηIm BT
∆ DT

∆

A∆ B∆ −Y 0

C∆ D∆ 0 −Ip

 < 0. (5.86)

Умножим неравенство (5.86) справа и слева на матрицу diag(Y, Im, In, Ip), по-

лучим 
Y 0 Y AT

∆ Y CT
∆

0 −ηIm BT
∆ DT

∆

A∆Y B∆ Y 0

C∆Y D∆ 0 −Ip

 < 0. (5.87)

Учитывая введенные ранее обозначения, последнее неравенство можно пред-

ставить в виде выражения

Ω +M2∆N2 < 0,

где матрицы Ω, M2 и N2 определяются выражениями (5.84) и (5.85) соответ-

ственно. Применяя к последнему неравенству лемму Петерсена и дополнение по

Шуру, получаем (5.83). Неравенство (5.82) получается с помощью приведения

неравенства (1.53) к виду

Ξ +M1∆N1 < 0
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и аналогичного применения леммы Петерсена и дополнения по Шуру.

Оценку анизотропийной нормы можно также сформулировать как задачу

выпуклой оптимизации, аналогичную рассмотренной выше.

Приведем численный пример.

Пример 5.4. Рассмотрим систему, в которой все параметры являются

неопределенными.

A =


−0.25 0 0

−0.5 0.5 2

0.13 −0.18 −0.66

, B =


0 0

0 0

0.2 0.1

,
C =

[
1 2 0

]
, D =

[
0.1 −0.05

]
,

Неопределенности выражаются через следующие матрицы:

MA =
[

0.25 −0.7 0.15
]T

, NA =
[

0 0.15 0.21
]
,

MB =
[

0 0 0.2
]T

, NB =
[

0.1 0.3
]
,

MC = MD = 0.2, NC =
[

0.05 0.2 0
]
, ND =

[
0.02 0.08

]
.

Зададим точность вычисления взаимннообратных матриц ε = 10−7. Резуль-

таты вычисления анизотропийной нормы для различных уровней средней ани-

зотропии представлены в таблице 5.5. В рассмотренном примере видно, что

разница между верхней и нижней границами анизотропийной нормы явля-

ется существенной. Представленный алгоритм дает верхнюю оценку анизо-

тропийной нормы с достаточно высокой точностью.

5.2.2. Постановка задачи синтеза робастных регуляторов

Перейдем к постановке задачи синтеза робастных анизотропийных регуля-

торов. Будем рассматривать дискретные системы, заданные в пространстве со-
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Таблица 5.5. Оценка анизотропийной нормы

Уровень средней анизотропии A(W ) 0 0.1 0.5 1.5 10

Оценка |||F∆|||a (теорема 5.7) 0.9597 1.1196 1.2786 1.4129 1.4790

Оценка |||F∆|||a (теорема 5.8) 0.9598 1.1195 1.2785 1.4128 1.4790

Точная верхняя граница |||F∆|||a 0.7620 0.9382 1.1177 1.2661 1.3378

Норма номинальной системы |||F |||a 0.6457 0.7859 0.9258 1.0423 1.0988

Точная нижняя граница |||F∆|||a 0.5500 0.6661 0.7779 0.8712 0.9170

стояний в виде:

x(k + 1) = A∆x(k) +B∆
ww(k) +Buu(k), (5.88)

y(k) = C∆
y x(k) +D∆

yww(k), (5.89)

z(k) = C∆
z x(k) +D∆

zww(k) +Dzuu(k), (5.90)

где x(k) ∈ Rn — вектор состояния, u(k) ∈ Rm1 — управление, w(k) ∈ Rm —

случайная стационарная последовательность с нулевым средним и ограничен-

ным уровнем средней анизотропии A(W ) 6 a, y(k) ∈ Rp — измеряемый выход,

z(k) ∈ Rp1 — управляемый выход, A∆ = A + MA∆NA, B∆
w = Bw + MB∆NB,

C∆
z = Cz + MC∆NC , C∆

y = Cy + MCy∆NCy, D
∆
yw = Dyw + MDy∆NDy, D

∆
zw =

Dzw + MD∆ND. Матрицы A, Bw, Bu, Cy, Dw, Cz, Dzw, Dzu, MA, NA, MB, NB,

MC , NC ,MD, ND,MCy, NCy,MDy и NDy — постоянные, имеющие соответствую-

щие размерности. Матрица ∆ ∈ Rs×s — неизвестная матрица, удовлетворяющая

условию ∆T ∆ 6 Is.

Замечание 5.3. В случае если в уравнениях (5.88)–(5.89) выполнены равен-

ства MA = MB, NA = NC, NB = ND, MC = MD, то данная система может

быть записана через дробно-линейные неопределенности [259]. В противном

случае получить эквивалентное представление через дробно-линейные неопре-

деленности невозможно.

Сформулируем задачи управления, которые будут решены далее.
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Задача 5.4. (Задача синтеза статического регулятора по состоянию) Для за-

данных скалярных величин a > 0 и γ > 0 требуется найти управление по

состоянию в виде

u(k) = Fx(k), F ∈ Rm1×n, (5.91)

которое стабилизирует систему (5.88)–(5.90) и гарантирует ограничен-

ность анизотропийной нормы замкнутой системы числом γ, т.е. |||F sf
cl |||a < γ

для всех возможных значений ∆ из заданного множества.

Задача 5.5. (Задача синтеза статического регулятора по выходу) Для задан-

ных скалярных величин a > 0 и γ > 0 требуется найти закон управления в

виде статической обратной связи по выходу

u(k) = Ky(k), K ∈ Rm1×p, (5.92)

который стабилизирует систему (5.88)–(5.90) и гарантирует ограничен-

ность анизотропийной нормы замкнутой системы числом γ, т.е. |||Fout
cl |||a < γ

для всех возможных значений ∆ из заданного множества.

Задача 5.6. (Задача синтеза динамического регулятора по выходу) Для за-

данных скалярных величин a > 0 и γ > 0 требуется найти закон управления

в виде динамической обратной связи по выходу

ξ(k + 1) = Aξξ(k) +Bξy(k),

u(k) = Cξξ(k) +Dξy(k),

где ξ(k) ∈ Rnξ×nξ (nξ 6 n) — состояние регулятора, который стабилизирует

систему (5.88)–(5.90) и гарантирует ограниченность анизотропийной нормы

замкнутой системы числом γ, т.е. |||Fout
cl |||a < γ для всех возможных значений

∆ из заданного множества.

5.2.3. Синтез робастного анизотропийного регулятора по состоянию

Для решения задачи 5.4 с использованием теоремы 5.7 будем полагать, что

Dzu = 0 и p1 6 m. Тогда система (5.88)–(5.90), замкнутая управлением (5.91),
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определяется выражениями:

x(k + 1) =
(
A∆ +BuF

)
x(k) +B∆

ww(k), (5.93)

z(k) = C∆
z x(k) +D∆

zww(k). (5.94)

Для решения задачи синтеза запишем двойственную систему для системы

(5.93)–(5.94). Она имеет вид:

x′(k + 1) =
(
A∆ +BuF

)T
x′(k) +

(
C∆
z

)T
w′(k), (5.95)

z′(k) =
(
B∆
w

)T
x′(k) +

(
D∆
zw

)T
w′(k). (5.96)

Подставим матрицы двойственной системы в неравенство (2.88) из теоре-

мы 2.4 и вынесем в отдельное слагаемое комбинацию с ∆:

Ω + He (M1∆N1) < 0, (5.97)

где

Ω =



Ω11 Ω12 Ω13 Ω14 0

? −Φ 0 AY T +BuΛ
T Bw

? ? −ηIp1 CzY
T Dzw

? ? ? −Y − Y T 0

? ? ? ? −Im


, (5.98)

Ω11 = −1

2
Y − 1

2
Y T , Ω12 = Y AT + ΛBT

u , Ω13 = Y CT
z , Ω14 = Φ− Y T − 1

2
Y,

M1 =



0 0 0 0 0

MA 0 0 MB 0

0 MC 0 0 MD

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


, N1 =



NAY
T 0 0 NBY

T 0

NCY
T 0 0 NCY

T 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 NB

0 0 0 0 ND


. (5.99)

Здесь используется обозначение ΛT = FY T , откуда следует, что F = ΛTY −T .

Согласно лемме 1.3, для выполнения неравенства (5.97) требуется существова-

ние такого ε1 > 0, чтобы выполнялось неравенство

Ω + ε1M1M
T
1 +

1

ε1
NT

1 N1 < 0. (5.100)
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Неравенство (2.87) из теоремы 2.4 для некоторой Ψ ∈ Rm×m можно записать

в виде системы [31]  η − (e−2a det(Ψ))1/m < γ2,

ηIm −BT ΦB −DTD > Ψ.
(5.101)

Запишем аналог (5.101) для системы (5.95)–(5.96). В этом случае введем мат-

рицу Ψ ∈ Rp1×p1 и получим η − (e−2a det(Ψ))1/p1 < γ2,

ηIp1 − C∆
z Φ
(
C∆
z

)T −D∆
zw

(
D∆
zw

)T
> Ψ.

(5.102)

Последнее неравенство системы (5.102) можно переписать в виде

ηIp1 −Ψ− C∆
z

(
−Φ−1

)−1 (
C∆
z

)T −D∆
zw(−I)−1

(
D∆
zw

)T
> 0,

где
(
−Φ−1

)−1
< 0. Дважды применив лемму о дополнении Шура к последнему

неравенству и обозначив Π = Φ−1, получим, что
Ψ− ηIp1 C∆

z D∆
zw

? −Π 0

? ? −Im

 < 0. (5.103)

Теперь можно сформулировать теорему 5.9, дающую достаточные условия

для построения робастного субоптимального анизотропийного регулятора по

состоянию.

Теорема 5.9. Для заданных значений a > 0 и γ > 0 задача 5.4 разрешима,

если существуют скаляры η > γ2, ε1 > 0 и ε2 > 0, (n×n)-матрица Φ = ΦT >

0, (n × n)-матрица Π = ΠT > 0, (p1 × p1)-матрица Ψ > 0, (n × n)-матрица

Y и (n×m1)-матрица Λ такие, что выполнены неравенства Ω + ε1M1M
T
1 NT

1

N1 −ε1I5s

 < 0, (5.104)

η − (e−2a det(Ψ))1/p1 < γ2, (5.105)
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 f + ε2M2M
T
2 NT

2

N2 −ε2I2s

 < 0, (5.106)

причем

ΦΠ = In. (5.107)

Матрица Ω задается выражением (5.98), матрицы M1 и N1 определяются из

выражения (5.99), а

f =


Ψ− ηIp1 Cz Dzw

? −Π 0

? ? −Im

 , M2 =


MC MD

0 0

0 0

 , N2 =

 0 NC 0

0 0 ND

 .
Параметры регулятора определяются из соотношения

F = ΛTY −T .

Для доказательства теоремы 5.9 представим слагаемое 1
ε1
NT

1 N1 в форме

(−NT
1 ) (−ε1I)−1N1. Очевидно, что (−ε1I) < 0. Используя дополнение по Шу-

ру для неравенства (5.100), получаем неравенство (5.104). Неравенство (5.106)

получается из неравенства (5.103) путем выделения слагаемых, содержащих ∆,

и применения леммы 1.3 (леммы Петерсена).

Если неопределенность содержится только в матрице A∆ системы (5.88)–

(5.90), то неравенство (5.109) сводится к виду Ψ− ηIp1 + CzΦC
T
z Dzw

DT
zw −Im

 < 0.

В данном случае условия теоремы 5.9 для синтеза робастного регулятора по

состоянию являются выпуклыми.

Если параметрические неопределенности представлены не только в матрице

A∆, то условия теоремы 5.9 являются невыпуклыми и требуют поиска взаимно-

обратных матриц. Для того, чтобы избежать поиска взаимнообратных матри-
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цы, предложим следующий выход. Введем невырожденную неизвестную мат-

рицу G ∈ Rn×n и рассмотрим матрицу

W =


Ip1 0 0

0 G 0

0 0 Im

 .
Умножим неравенство (5.103) слева и справа на W и WT соответственно и

получим, что 
Ψ− ηIp1 C∆

z G
T D∆

zw

? −GΠGT 0

? ? −Im

 < 0. (5.108)

Принимая во внимание, что Π = Φ−1 и Φ > 0, получаем справедливое

неравенство

−(G− Φ)Φ−1(G− Φ)T 6 0,

откуда следует, что

−GΠGT 6 −G−GT + Φ.

Выполним замену выражения (−GΠGT ) на выражение (−G − GT + Φ) в

неравенстве (5.108). Получим новые условия синтеза робастного анизотропий-

ного регулятора в форме обратной связи по состоянию, которые можно сфор-

мулировать в теореме 5.10.

Теорема 5.10. Для заданных значений a > 0 и γ > 0 задача 5.4 разрешима,

если существуют скаляры η > γ2, ε1 > 0 и ε2 > 0, (n × n)-матрица Φ > 0,

невырожденная (n×n)-матрица G, (p1×p1)-матрица Ψ > 0, (n×n)-матрица

Y и (n×m1)-матрица Λ такие, что выполнены неравенства (5.104) и (5.105),

параметры Ω, M1 и N1 которых определяются выражениями (5.98) и (5.99)

соответственно, а также справедливо неравенство

 Ξ + ε2M2M
T
2 NT

2

N2 −ε2I2s

 < 0, (5.109)
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где

Ξ =


Ψ− ηIp1 CzG

T Dzw

? −G−GT + Φ 0

? ? −Im

,

M2 =


MC MD

0 0

0 0

, N2 =

 0 NCG
T 0

0 0 ND

.
Обе теоремы 5.9 и 5.10 дают достаточные условия существования статиче-

ской обратной связи по состоянию, решающей задачу синтеза робастного ани-

зотропийного регулятора для систем с ограниченными по норме параметриче-

скими неопределенностями. В отличие от теоремы 5.9 теорема 5.10 не требует

поиска взаимнообратных матриц. При этом число неизвестных переменных уве-

личивается на n(n−1)
2 .

Рассмотренные выше теоремы получены в предположении о том, что Dzu =

0, а также что p1 6 m. Несмотря на то, что полученные выше результаты позво-

ляют синтезировать менее консервативные регуляторы, указанные предположе-

ния существенно ограничивают область применения данных условий синтеза.

Ниже рассмотрим решение задачи 5.4 с использованием теоремы 5.8, которые

обходят ограничения на Dzu и отношение размерностей p1 и m. Справедлива

следующая теорема.

Теорема 5.11. Для заданных значений a > 0 и γ > 0 задача 5.4 разрешима,

если существуют числаη > γ2, ε1 > 0 и ε2 > 0, (n× n)-матрица Y > 0, (m×

m)-матрица Ψ > 0 и (m1×n)-матрица Λ такие, что выполнены неравенства

η − (e−2a det(Ψ))1/m < γ2, (5.110) Ξ + ε1M1M
T
1 NT

1

N1 −ε1I2s

 < 0, (5.111)
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 Ω + ε2M2M
T
2 NT

2

N2 −ε2I4s

 < 0. (5.112)

Здесь

Ξ =


Ψ− ηIm BT

w DT
zw

Bw −Y 0

Dzw 0 −Ip

 , M1 =


0 0

MB 0

0 MD

 , N1 =

 NB 0 0

ND 0 0

 ,

Ω =


Y ? ? ?

0 −ηIm ? ?

AY +BuΛ Bw −Y ?

CzY +DzuΛ Dzw 0 −Ip

 , (5.113)

M2 =


0 0 0 0

0 0 0 0

MA 0 MB 0

0 MC 0 MD

 , N2 =


NAY 0 0 0

NCY 0 0 0

0 NB 0 0

0 ND 0 0

 . (5.114)

Параметры регулятора определяются по формуле:

F = ΛY −1.

Доказательство. Учитывая, что Dzu может быть ненулевой, выражения для

замкнутой системы примут вид:

x(k + 1) =
(
A∆ +BuF

)
x(k) +B∆

ww(k), (5.115)

z(k) =
(
C∆
z +DzuF

)
x(k) +D∆

zww(k). (5.116)

Теорема легко доказывается прямой подстановкой матриц замкнутой системы

(5.115)–(5.116) в условия теоремы 5.8 с учетом обозначения Λ = FY.
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5.2.4. Синтез статического робастного регулятора по выходу

Система (5.88), (5.90), замкнутая управлением (5.92), имеет представление

в пространстве состояний:

x(k + 1) =
(
A∆ +BuKC

∆
y

)
x(k) +

(
B∆
w +BuKD

∆
yw

)
w(k), (5.117)

z(k) =
(
C∆
z +DzuKC

∆
y

)
x(k) +

(
D∆
zw +DzuKD

∆
yw

)
w(k). (5.118)

Решение задачи 5.5 дается в теореме 5.12.

Теорема 5.12. Для заданных значений a > 0 и γ > 0 задача 5.5 разрешима,

если существуют скаляры η > γ2, ε1 > 0 и ε2 > 0, (n × n)-матрица Φ =

ΦT > 0, (n × n)-матрица Π = ΠT > 0, (m × m)-матрица Ψ = ΨT > 0 и

(m1 × p1)-матрица K такие, что выполнены следующие неравенства: Ω + ε1N
T
1 N1 M1

MT
1 −ε1I6s

 < 0, (5.119)

η − (e−2a det(Ψ))1/m < γ2, (5.120) f + ε2N
T
2 N2 M2

MT
2 −ε2I3s

 < 0, (5.121)

причем

ΦΠ = In. (5.122)

Здесь

Ω =


−Φ ∗ ∗ ∗

0 −ηIm ∗ ∗

A+BuKCy Bw +BuKDyw −Π ∗

Cz +DzuKCy Dzw +DzuKDyw 0 −Ip1

 ,

M1 =


0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

MA BuKMCy 0 MB BuKMDy 0

0 DzuKMCy MC 0 DzuKMDy MD

 , N1 =



NA 0 0 0

NCy 0 0 0

NC 0 0 0

0 NB 0 0

0 NDy 0 0

0 ND 0 0


,
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f =


Ψ− ηIm ∗ ∗

Bw +BuKDyw −Π ∗

Dzw +DzuKDyw 0 −Ip1

 ,

M2 =


0 0 0

MB BuKMDy 0

0 DzuKMDy MD

 , N2 =


NB 0 0

NDy 0 0

ND 0 0

 .
Достаточные условия для построения статического регулятора по выходу

получаются напрямую, если записать условия леммы 1.5 для системы (5.117)–

(5.118). Все преобразования матричных неравенств аналогичны преобразовани-

ям из подраздела 5.2.3 и не требуют повторения.

Замечание 5.4. Регулятор, доставляющий минимум анизотропийной нор-

ме, может быть найден с использованием следующей оптимизационной про-

цедуры. Заменим ξ = γ2 и решим следующую оптимизационную задачу: най-

ти ξ∗ = min ξ на множестве {η, ξ, Φ, Π, Ψ, Y, K, ε1, ε2}, удовлетворяющее

(5.119)–(5.121) и ΦΠ = In. Если минимальное значение ξ∗ найдено, тогда ани-

зотропийная норма замкнутой системы может быть приближенно вычис-

лена:

|||Fout
cl |||a ≈

√
ξ∗. (5.123)

Аналогичные оптимизационные процедуры могут быть использованы при на-

хождении регуляторов на основе теорем 5.9 и 5.10.

Для численной реализации методики синтеза робастных регуляторов из тео-

ремы 5.12, требующих поиска взаимнообратных матриц, с использованием па-

кетов Yalmip и SeDuMi, можно использовать алгоритм 4.1, разработанный на

основе результатов из [2], описанный ранее в главе 4.
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Пример 5.5. Рассмотрим систему:

A =


−0.25 0 0

−0.5 0.5 2

−0.75 −1.00 −1.5

, Bu =


0

0

1

 , Bw =


0 0

0 0

0.2 0.1

,
Cz =

[
1 2 0

]
, Dzw =

[
0.1 −0.05

]
, Dzu = 0,

Cy =

 2.2 0 0

0 1 0

, Dyw =

 0.03 0.01

0 0.05

.
Неопределенности в системе заданы через коэффициенты:

MA =
[

0.25 −0.5 0.75
]T

, NA =
[

0 0.5 1
]
,

MB =
[

0 0 0.2
]T

, NB =
[

0.1 0.3
]
,

MC = MD = 0.2, NC =
[

0.05 0.2 0
]
, ND =

[
0.02 0.08

]
,

MCy = MDy =
[

0 0
]T

, NCy =
[

0 0 0
]
, NDy =

[
0 0

]
.

Номинальная система является неустойчивой. Для поиска взаимнообрат-

ных матриц был выбран алгоритм, предложенный в [2]. Точность поиска вза-

имнообратных матриц равна ε = 10−7.

При решении задачи синтеза была минимизирована анизотропийная нор-

ма замкнутой системы для заданного уровня средней анизотропии a. После

того как решение было найдено, проводился анализ замкнутой системы. Так

как неопределенность в данном примере является скалярной величиной, то

был использован метод оценки анизотропийной нормы из [31] на сетке с ша-

гом h = 0.01 на отрезке ∆ ∈ [−1; 1]. Наибольшее значение нормы принима-

лось в качестве наихудшего случая. Результаты численных экспериментов

сведены в таблицу.

Как видно из полученных результатов, управление в виде статической

обратной связи по состоянию дает наилучший результат. При этом анизо-

тропийная норма замкнутой системы с регулятором, полученным из условий
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Таблица 5.6. Результаты численных экспериментов

Средняя анизотропия a 0.1 0.5 1 3 100

|||Fcl|||a на основе теоремы 5.9 1.0535 1.5464 1.8435 2.1973 2.2472

|||Fcl|||a на основе теоремы 5.10 1.0489 1.5379 1.8435 2.1978 2.2494

|||Fcl|||a на основе теоремы 5.11 1.2382 1.6648 1.9192 2.2079 2.2494

|||Fcl|||a на основе теоремы 5.12 3.3980 5.0720 5.8894 6.6922 6.7993

теоремы 5.9, дает практически такой же результат, как и с использованием

теоремы 5.10, а вычислительные затраты при использовании теоремы 5.10

значительно меньше.

5.2.5. Синтез динамического регулятора заданного порядка по вы-

ходу

Для решения задачи синтеза робастного анизотропийного динамического

регулятора по выходу, рассмотрим линейный динамический регулятор вида

ξ(k + 1) = Aξξ(k) +Bξy(k), (5.124)

u(k) = Cξξ(k) +Dξy(k), (5.125)

где ξ(k) ∈ Rnξ×nξ — состояние регулятора, а постоянные матрицы Aξ, Bξ, Cξ,

Dξ подлежат определению.

С учетом (5.124)–(5.125) матрицы замкнутой системы примут вид:

A∆ =

 A∆ +BuDξC
∆
y BuCξ

BξC
∆
y Aξ

 , B∆ =

 B∆
w +BuDξD

∆
yw

BξD
∆
yw

 ,
C∆ =

[
C∆
z +DzuDξC

∆
y DzuCξ

]
, D∆ = D∆

zw +DzuDξD
∆
yw.

Для поиска условий существования робастного регулятора, полученные вы-

ражения для замкнутой системы необходимо подставить в матричные неравен-

ства (1.53) и (1.54), определяемые леммой 1.5. Для неравенства (1.54) имеем:
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−X ? ? ?

0 −ηIm ? ?

A∆ B∆ −Y ?

C∆ D∆ 0 −Ip

 < 0, (5.126)

Для неравенства (1.53) имеем:
Ψ− ηIm ? ?

B∆ −Y ?

D∆ 0 −Ip

 < 0, (5.127)

Матрицы замкнутой системы можно переписать в виде:

A∆ = A+MA∆NA =

=

 A+BuDξCy BuCξ

BξCy Aξ

+

 MA BuDξMC 0

0 BξMC 0

∆


NA 0

NC 0

0 0

 ,

B∆ = B +MB∆NB =

=

 Bw +BuDξDyw

BξDyw

+

 MB BuDξMDy

0 BξMDy

∆

 NB

NDy

 ,
C∆ = C +MC∆NC =

=
[
Cz +DzuDξCy DzuCξ

]
+
[
MC DzuDξMCy 0

]
∆


NC 0

NCy 0

0 0

 ,

D∆ = D +MD∆ND =

= Dzw +DzuDξDyw +
[
MD DzuDξMDy

]
∆

 ND

NDy

 .
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Тогда неравенства (5.126) и (5.127) можно преобразовать к виду (1.48). По-

лучим данные выражения для неравенства (5.126). Имеем:

G1 =



−X ? ? ?

0 −ηIm ? ?

A+BuDξCy BuCξ

BξCy Aξ

Bw +BuDξDyw

BξDyw

−Y ?

Cz +DzuDξCy DzuCξ Dzw +DzuDξDyw 0 −Ip


, (5.128)

M1 =



0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

MA BuDξMC 0 0 MB BuDξMDy 0

0 BξMC 0 0 0 0 BξMDy

0 DzuDξMCy MC 0 0 DzuDξMDy MD


, (5.129)

N1 =



NA 0 0 0

NCy 0 0 0

NC 0 0 0

0 0 0 0

0 NB 0 0

0 NDy 0 0

0 ND 0 0


. (5.130)

Для неравенства (5.127) получаются следующие выражения:

G2 =


Ψ− ηIm ? ?

Bw +BuDξDyw

BξDyw

−Y ?

Dzw +DzuDξDyw 0 −Ip

 , (5.131)
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M2 =


0 0 0

MB BuDξMDy 0

0 BξMDy 0

0 DzuDξMDy MD

 , (5.132)

N2 =


NB 0 0

NDy 0 0

ND 0 0

 . (5.133)

Сформулируем теорему.

Теорема 5.13. Для заданных значений a > 0 и γ > 0 задача синтеза дина-

мического регулятора порядка nξ 6 n в форме (5.124)–(5.125) разрешима, если

существуют скаляры η > γ2, ε1 > 0 и ε2 > 0, матрицы Ψ > 0, X > 0, Y > 0,

Aξ, Bξ, Cξ, Dξ, для которых выполнены следующие неравенства: G1 + ε1NT
1 N1 M1

MT
1 −ε1I7s

 < 0, (5.134)

η − (e−2a det(Ψ))1/m < γ2, (5.135) G2 + ε2NT
2 N2 M2

MT
2 −ε2I3s

 < 0, (5.136)

причем

XY = In. (5.137)

Матрицы G1, M1, N1, G2, M2, N2 определяются выражениями (5.128)–

(5.133) соответственно.

Доказательство. Неравенства (5.126) и (5.127) относительно замкнутой си-

стемы представимы в форме

G1 +M1∆N1 +NT
1 ∆MT

1 < 0

и

G2 +M2∆N2 +NT
2 ∆MT

2 < 0
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Вводя скалярные переменные ε1 > 0 и ε2 > 0 и применяя лемму Петерсена 1.3,

а затем используя дополнение по Шуру, получаем неравенства (5.134) и (5.136)

соответственно. Затем, используя условия леммы 1.5, получаем условия (5.135)

и (5.137). Теорема доказана.

Теорема 5.13 определяет достаточные условия существования динамическо-

го анизотропийного регулятора по выходу заданного порядка. Данные условия

являются невыпуклыми, а параметры регулятора находятся одновременно с

проверкой их выполнения. Для поиска взаимнообратных матриц можно вос-

пользоваться различными алгоритмами, например, алгоритмом из [2].

Пример 5.6. Рассмотрим теперь модель линейного осциллятора - матема-

тического маятника. Модель математического маятника в пространстве

состояний имеет вид:

ẋ(t) = A∆x(t) +Buu(t) +Bww(t),

y(t) = x1(t),

z(t) = Czx(t) +Dzww(t),

где ω = 5, ξ = 0.5,

A∆ =

 0 1

−ω2 −2ξ

+

 0 0

0.12 0.2

∆

 1 0

0 1

 ,
Bu =

 10

0

 , Bw =

 1 0

0 1

 , Cz =

 2 0

0 1

 , Dzw =

 0.5 0.1

0 0.5

 .
Исходная непрерывная модель была дискретизована с шагом h = 10−3 с.

Отметим, что исходная система является устойчивой, однако ее переход-

ный процесс является сильно колебательным и слабо затухающим. Входное

возмущение является случайной гауссовской последовательностью с уровнем

средней анизотропии A(w) = 0.7. Используя теорему 5.7, оценим верхнюю

границу анизотропийной нормы разомкнутой системы при a = 0.7. В резуль-
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тате анализа было получено, что анизотропийная норма разомкнутой систе-

мы с неопределенностями не превосходит числа |||F∆|||a < 12.2957, в то время,

как анизотропийная норма номинальной системы равна |||Fnom|||a ≈ 4.2475.

Применяя теорему 5.9 и минимизируя γ, получим значения регулятора в

форме обратной связи с параметрами:

F =
[
−110.4176 541.4826

]
.

А анизотропийная норма замкнутой системы не превосходит

|||F SF |||a < 0.5632.

Минимизация параметра γ с использованием условий теоремы 5.12 дает

регулятор в форме статической обратной связи по выходу, равный

K = −1.7369,

а анизотропийная норма замкнутой этим регулятором системы не превос-

ходит

|||FOUT |||a < 0.8645.

На рис. 5.16 и рис. 5.17 представлена динамика движения фазовых коорди-

нат x1(k) и x2(k) математического маятника из положения x(0) =
[

2 1
]T

для разомкнутой системы и системы, замкнутой регуляторами F и K со-

ответственно.

На рис. 5.18 и рис. 5.19 представлена динамика управляемых выходов z1(k)

и z2(k) соответственно для разомкнутой и замкнутой систем.
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Рис. 5.16. Траектория движения координаты x1(k).

Рис. 5.17. Траектория движения координаты x2(k).
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Рис. 5.18. Траектория движения управляемого выхода z1(k).

Рис. 5.19. Траектория движения управляемого выхода z2(k).
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Выводы к главе 5

В данной главе были рассмотрены и решены задачи робастного анизо-

тропийного анализа и синтеза для обыкновенных систем с параметрическими

неопределенностями. В качестве параметрических неопределенностей рассмат-

ривались политопические и ограниченные по норме неопределенности.

В случае политопических неопределенностей на основе параметрических

функций Ляпунова были получены достаточные условия для проверки устой-

чивости и оценки анизотропийной нормы разомкнутой системы. На основе по-

лученных условий были разработаны методики оценки сверху анизотропийной

нормы системы с неопределенностью, а также решена задача синтеза робастных

анизотропийных регуляторов при полном измерении вектора состояния. Усло-

вия сформулированы в форме выпуклых матричных неравенств, количество

которых зависит от числа вершин политопа. Также были рассмотрены допол-

нительные ограничения, налагаемые на динамику замкнутой системы в виде

расположения полюсов замкнутой системы в заданной области внутри единич-

ного круга. Полученные условия были применены при синтезе управления для

ШИМ-инвертора с LCL фильтром. Сравнительный анализ с аналогичными ре-

зультатами, полученными в рамках H∞ теории управления показали, что ани-

зотропийный регулятор обладает существенным преимуществом, т.к. позволяет

повысить качество управления за счет меньших коэффициентов усиления.

Вторым важным классом систем, рассмотренным в данной главе, является

класс систем с ограниченными по норме параметрическими неопределенностя-

ми. Для данных систем были решены задачи анизотропийного анализа и синте-

за робастных анизотропийных регуляторов в форме статической обратной связи

по состоянию и по выходной переменной. Так же, как и в случае с политопиче-

скими системами, для систем с ограниченными по норме неопределенностями

получены условия в форме матричных неравенств.
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Заключение

В диссертационной работе в рамках решения фундаментальной проблемы

теории и практики автоматического управления — понижения влияния внеш-

них возмущений, действующих на линейные динамические системы — были раз-

работаны и предложены новые регулярные методы анализа и синтеза в классе

дискретных линейных дескрипторных систем, а также обыкновенных дискрет-

ных систем с параметрическими неопределенностями. Разработаны алгоритмы

анализа и синтеза робастных систем автоматического управления с использова-

нием аппаратов обобщенных алгебраических уравнений Риккати, а также мат-

ричных неравенств и методов выпуклой оптимизации. Кроме того, поставлены

и решены задачи диагностики отказов исполнительных и измерительных эле-

ментов в дискретных системах с применением анизотропийной теории и теории

дескрипторных систем.

Были получены следующие результаты.

1. Методы анизотропийного анализа и алгоритмы вычисления анизотропий-

ной нормы дескрипторной системы с использованием техники Риккати и

методов выпуклой оптимизации. В рамках теории анизотропийного управ-

ления дискретными дескрипторными системами решена задача анизотро-

пийного анализа дискретных дескрипторных систем с точно известными

параметрами. Разработано несколько подходов к вычислению анизотро-

пийной нормы дискретной дескрипторной системы: первый подход осно-

ван на аппарате эквивалентных преобразований, второй подход применяет

методы решения обобщенных алгебраических уравнений Риккати, третий
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метод использует аппарат матричных неравенств и выпуклой оптимиза-

ции. Наибольшим преимуществом среди трех методов обладает послед-

ний, так как позволяет реализовать вычислительно эффективные проце-

дуры оценки анизотропийной нормы дискретной дескрипторной системы

с одновременной проверкой ее на допустимость.

2. Методы синтеза оптимального анизотропийного управления при полном

и неполном измерении вектора состояния на основе обобщенных и обык-

новенных алгебраических уравнений Риккати. Метод синтеза субопти-

мального анизотропийного регулятора при полном измерении вектора со-

стояния для дескрипторных систем с расположением конечных полюсов

замкнутой системы в заданной области. На основе полученных методик

анализа дескрипторных систем разработаны регулярные методы синтеза

оптимальных и субоптимальных анизотропийных регуляторов для подав-

ления влияния случайных внешних возмущений. Были решены задачи оп-

тимального анизотропийного управления при полном и неполном измере-

нии вектора состояния, а также задачи субоптимального анизотропийного

управления при полном измерении вектора состояния. Было показано, что

решение задач анизотропийного синтеза для дескрипторных систем с од-

ной стороны обобщает известные H2 и H∞ задачи, а с другой стороны —

задачи анизотропийного синтеза для обыкновенных дискретных систем.

Методы на основе выпуклой оптимизации легко алгоритмизуются, явля-

ются вычислительно эффективными и позволяют налагать дополнитель-

ные ограничения на замкнутую систему в виде быстродействия и запаса

устойчивости, располагая конечные полюсы замкнутой системы в задан-

ной области внутри единичного круга.

3. Методы робастного анизотропийного анализа и алгоритм оценки верхней

границы анизотропийной нормы дескрипторной системы с ограниченны-

ми по норме параметрическими неопределенностями. Поставлены и реше-
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ны задачи робастного анизотропийного анализа для дискретных дескрип-

торных систем с ограниченными по норме параметрическими неопреде-

ленностями. Получены регулярные методы для оценки верхней границы

анизотропийной нормы системы с неопределенностями и проверки ее на

робастную допустимость.

4. Методы синтеза робастного анизотропийного управления дескрипторной

системой с ограниченными по норме параметрическими неопределенно-

стями при полном измерении вектора состояния. На основе полученных

методов анализа были предложены алгоритмы и методы синтеза робаст-

ных анизотропийных регуляторов по состоянию, в том числе и с ограниче-

нием на область расположения конечных полюсов замкнутой системы. В

рамках H∞ теории управления были получены вычислительно эффектив-

ные и неконсервативные методы оценкиH∞ качества и синтеза робастного

H∞ управления для параметрически неопределенных систем. Численное

моделирование показало преимущества по сравнению с существующими

методами H∞ анализа и синтеза.

5. Решены задачи робастного анизотропийного анализа и синтеза робаст-

ных анизотропийных регуляторов для обыкновенных дискретных пара-

метрически неопределенных линейных систем. В качестве параметриче-

ских неопределенностей рассматривались политопические и ограничен-

ные по норме параметрические неопределенности. Были решены задачи

оценки верхней границы анизотропийного качества для подобных систем,

а также задачи синтеза робастного управления при полном и неполном

измерении вектора состояния. Сравнительный анализ и численное моде-

лирование показало преимущество разработанных методов по сравнению

с классическими H2 и H∞ подходами к синтезу робастных систем.
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