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Необходимые условия экстремума первого и 
второго порядка в задачах с ограничениями. 

Понятие анормальности 

𝑓0 𝑥 → min 

𝑓1 𝑥 = 0, 𝑓1 𝑥 = 0, …, 𝑓𝑘 𝑥 = 0 

ℒ 𝑥, 𝜆 = 𝜆𝑖𝑓𝑖 𝑥 , 𝜆 ≠ 0

𝑘

𝑖=0

 



Необходимые условия экстремума первого и 
второго порядка в задачах с ограничениями. 

Понятие анормальности 

𝜕ℒ

𝜕𝑥
𝑥0, 𝜆 =0 

𝜕2ℒ

𝜕𝑥2
𝑥0, 𝜆 ℎ, ℎ ≥ 0 

𝑓𝑖
′(𝑥0), ℎ = 0, 𝑖 = 1, 𝑘 



Необходимые условия экстремума первого и 
второго порядка в задачах с ограничениями. 

Понятие анормальности 

Анормальная точка 𝑥0: 
𝑓1
′ 𝑥0 , 𝑓2

′ 𝑥0 , …, 𝑓𝑘
′ 𝑥0  линейно зависимы  

𝑄0 𝑥 ≥ 0, 
𝑄1 𝑥 =0, 𝑄2 𝑥 =0, …, 𝑄𝑘 𝑥 =0 

Здесь 𝑄𝑖 𝑥 = 𝑄𝑖𝑥, 𝑥 , 𝑖 = 1, 𝑘 



Необходимые условия экстремума первого и 
второго порядка в задачах с ограничениями. 

Понятие анормальности 

Приложения: 
• теория бифуркаций,  
• теория чувствительности,  
• разрешимость нелинейных уравнений. 
 



Задачи оптимального управления  
с фазовыми ограничениями 

𝑥 = 𝑓 𝑡, 𝑥, 𝑢 , 𝑢 ∈ 𝑈 

𝑥 0 = 𝑥0, 𝑥 1 = 𝑥1  

𝑥 𝑡 ∈ 𝐺 ∀𝑡 ∈ [0,1]  

𝐽 𝑢(∙) → min 𝐺 

𝑥1  

𝑥0  



Условие управляемости в концевых точках 

𝐺 

𝑥1  𝑥0  

𝑓(𝑥1, 𝑢1) 

𝑓(𝑥0, 𝑢0) 



Теорема об обратной функции  
в окрестности анормальной точки 

𝐹 𝑥 = 𝑦,   𝐹 𝑥0 = 𝑦0 

𝐹′(𝑥0) 

 𝑥1
2 + 𝜎𝑥2

2=y 

𝑄 𝑥 = 𝑦, 

𝑄 = 𝑄1, … , 𝑄𝑘  

не сюрьективно 



Необходимые условия второго порядка  
в задачах оптимального управления 

𝛿𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑡 𝛿𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝑡 𝛿𝑢, 

𝛿𝑥 0 = 0 
 

не является локально управляемой. 

Анормальность означает,  
что линеаризованная система 



Необходимые условия второго порядка  
в задачах оптимального управления 

Приложения:  
задачи оптимального управления 
с импульсными управлениями,  
достаточные условия локальной управляемости 
на анормальной экстремали. 

𝑥1  

𝑥0  



Достаточные условия второго порядка  
для бесконечномерных задач 

Приложения:  
достаточные условия локального минимума 
для задач оптимального управления. 

𝑓0 𝑥 → min, F x = y 

F: X → Y 



Вырожденные квадратичные формы 
вариационного исчисления 

Пример вырождения:  

 𝐴 𝑡 𝑥 , 𝑥 + 𝐵 𝑡 𝑥, 𝑥 + 2𝐶 𝑡 [𝑥, 𝑥]𝑑𝑡

1

0

 

𝐴 𝑡 ≡ 𝑡𝛼𝐴0 



Точки совпадения двух отображений 

1. Ψ — 𝛼-накрывающее, Φ— β−липшицево, 𝛽 < 𝛼. 
 

2. Ψ — порядково накрывающее, Φ— монотонно. 

Ψ,Φ: 𝑋 → 𝑌 

Ψ 𝑥 = Φ(𝑥) 



Точки совпадения двух отображений 

Приложения: 
1. В математической экономике точка совпадения — 
это равновесная цена. 
 
2. Задача о преследовании одного движущегося 
объекта другим. 

Ψ 𝑥 ∩ Φ(𝑥) ≠ ∅ 
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Афанасьев В.Н. 

Разработка методов синтеза 
оптимального управления для 
нелинейных систем с 
неконтролируемыми 
возмущениями. 

Исследование проблем теории оптимального управления и терминальной 
инвариантности для детерминированных и стохастических динамических 
систем функционирующих в условиях неопределенности.  
Развитие принципа расширения В.Ф. Кротова применительно к новым 
классам задач управления.  
Приложения к морским, авиа-ракетно-космическим, робототехническим 
объектам, макроэкономическим процессами и др. 

Хрусталев М.М., Агапова А.С., Даниленко О.В.,  
Онегин Е.Е., Румянцев Д.С., Царьков К.А. 


